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Introducciéon

Presentamos en este libro los resultados obtenidos en la investigacién Estimacion del
rasgo y las curvas caracteristicas del item en el caso multivariado mediante regresién
no paramétrica con nucleos financiada por el Fondo Profesor Clemente Estable en la
convocatoria 63 del Plan de Desarrollo Tecnolégigo Subprograma II, componente B y el
trabajo para la maestria en matemética tutelado por el Dr. Ricardo Fraiman.

La Teoria de Respuesta al [tem es un enfoque dentro de la teoria de los test que bajo
hipétesis adicionales permite un acercamiento a problemas que la Teoria Clasica de los
test no permite. En principio presenta los resultados de el acierto a un item en funcién
de un rasgo latente continuo, mas exactamente como una probabilidad condicional a la
cual se llama curva caracteristica del item. El desarrollo de este enfoque permitira la
posibilidad de obtener mediciones invariantes respecto a los individuos implicados y de
los items utilizados. Esto es sumamanete inportante ya que en la Teoria Clasica al ser el
resultado de la medicién funcién del instrumento hay serias dificultades para establecer
la equivalencia de puntuaciones medidas por dos instrumentos diferentes en la misma
variable. Este problema fue planteado por Thurstone en 1928 donde claramente explica
que la medida que de un instrumento debe ser independiente de los objetos medidos.
También las propiedades psicométricas obtenidos mediante teoria clascia, como ser la
fiabilidad o dificultad de los items dependen de la muestra de sujetos a los cuales se ha
aplicado el instrumento de medida. Es asi que la Teoria de respuesta al [tem tiene como
sus dos principales objetivos la de obtener mediciones invariantes respecto de los test
usados y que las propiedades de estos test no dependan de los sujetos medidos. A partir
de esto también se obtienen otra serie de ventajas de orden técnico como ser el error
tipico de medida para los diferentes valores del rasgo y las funciones de informacién de
los items.

Podemos ejemplificar la Teor[ia de Respuesta al {tem consideremos un test de n {tems
dicotémicos que dependen de un rasgo latente 0

Llamaremos CCI a P;(0;) = P(X;r = 1|© = 6)) la probabilidad que un sujeto con
rasgo 0 responda correctamente al item i

Si el rasgo es unidimensional estas curvas suelen modelizarse mediante modelos de
ojiva normal o logisticos

Por ejemplo en el modelo de tres pardmetros

ai(0;=bi) q L2
R(GJ) =c; + (1 - CZ)/ \/27677d2 (1)
o s

eDaL(HJ—bL)

Fi6) =it 1= ) pam
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Para ver de donde salen estos modelos debemos buscar su origen a un enfoque psi-
cofisico de la respuesta a los ftems.

Consideremos para una variable auxiliar T';(8) que indica la propensién a responder
correctamente el item i en funcién del rasgo, con —oo < I'; < 0o y sea ; un valor tal que
si I'; > ; el {tem se responde correctamente, o sea u;; = 1 y si I'; < v; el item se falla,
o sea u;; = 0. La variable I'; no es observable. Lo que se tiene son las respuestas de los
sujetos a cada item, o sea u;; con j =1,2,...,N.

Se modeliza

I'i=a; + 60 + e (3)

con €; = N(0,0?) y donde el rasgo se considera sin errores de medida.

P o ) +o0 1 _(m—2uij)2d +o0 1 z2d
=1 =0.) = o = Tz 4
(UJ | ]) i \/QTI'Uie v /ﬁﬂu \/27T6 : @

Yi = @i + Bi0* para algin 6% y pi; = o + Bi6;
Suponiendo §; =1

i

P(ui; =110 = ;) = /

Si llamamos b; = 0* y a; = ai entonces
k2

P a;(6;—bi) 1 2 p &Gt+Xif;  q 2 p
0 ) — e 2dz = e 2dz 6
( J) /_oo V2T — o v 2T ( )

6(0‘291 +d;)
P(Uw =1 ‘ ai,d;, c;, 9;) =c; + (1 — Ci)il n (@05 )

Los modelos paramétricos tienen limtaciones importantes como ser que no toman en
cuenta elementos tales como la no monotonia de los items asi como otros apartamientos
de la forma propuesta.

Otro problema es que los procedmientos de estimacién para los modelos de 2 y 3
parametros dan una fuerte correlacion muestral y también los procedimientos de estima-
cién son iterativos y la convergencia es lineal.

Exponemos aqui un procedimiento no paramétrico de estimacion del rasgo y de las
curvas caracteristicas del item (CCI) dependientes de un rasgo latente multidimensional,
utilizando para ello el método de regresién no paramétrica con nucleos. Se consideran

N sujetos que responden n items (dicotémicos, politémicos o de respuesta continua),
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donde la respuesta a cada uno depende de un rasgo latente multidimensional. Daremos
estimadores del rasgo y de las CCI. Ademsds, se encontrardn las condiciones que deben
cumplir las CCI, los nucleos, el ancho de la ventana y las funciones que se utilizaran
para ordenar a los sujetos para obtener estimadores consistentes cuando N y n tienden
a infinito conjuntamente. Obtuvimos algoritmos sencillos de programar, no iterativos y
mas eficientes que los que se utilizan en los modelos paramétricos. Daremos también una
estimacién monoétona de las CCI, para cuando se debe asumir este supuesto.

Concretamente los objetivos pueder resumirse a

= Presentar un modelo multidimensional para la estimacion del rasgo y de las Curvas

caracteristicas del item

= Determinar las condiciones que deben cumplirse para obtener estimaciones consis-

tentes del rasgo y de las CCI conjuntamente.
= Comparar el modelo no paramétrico con respecto a los paramétricos

= Presentar un modelo no paramétrico monétono

Mostraremos que este método funciona mejor bajo condiciones generales que los mo-
delos de TRI clésicos, tanto en las simulaciones como en un caso real y para las posibles
aplicaciones a tests adaptativos informatizados (TAls) y funcionamiento diferencial del
item (DIF).

El modelo propuesto es el siguiente

Consideremos un test de n items contestados por N sujetos y las variables aleatorias
dicotémicas X; 7 =1,...,n , K = 1,...N que indican la respuesta del k-ésimo sujeto al
i-ésimo ftem. X valdra 1 si el sujeto i responde correctamente al item k y O en caso
contrario.

Estas variables dependen de un rasgo aleatorio d-dimensional
6 =(04,...,04)

Sea X = (X7, .., X,,) el vector aleatorio que indica las respuestas a los n items. Especifi-
camente, Xy indicard el vector de respuestas del sujeto k.
Ademds supondremos que el rasgo © tiene distribuciones marginales uniformes U0, 1].

Esto puede suponerse debido a la no identificablidad de la escala.

El rasgo en cada dimensién sera estimado mediante la quartila empirica respecto a
algin estadistico usado para ordenar a los sujetos. Consideremos entonces una sucesién
de funciones vectoriales, Borel medibles, gn = (gn,1(2), ..., gn,a(x)) en R™ a valores en
[0,1]¢ .

Supongamos que las funciones g, ;(X) son independientes de ©1, ...,0;_1,041, .., O,

para todo 1 <1 < n.
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Definamos la sucesién de funciones {G,, } : R — R? tal que para cada

€r = (1‘1, ...,de):

Gy, (x) = (P(gn1(X) < 21), 0, P(gn,a(X) < 2a)) = (Fa(21), 00 Fna(za))  (7)

donde
Fr(z) = P(gn(X) < ) (8)
También tenemos las distribuciones empiricas

N
_ #Hgna(X) S o} Dot Xgna(x)<a)
N N

ﬁN,l(fE)

conl=1,..,d, y definamos las funciones:

Gn(x1, s 2q) = (Fxa(21), ooy Fiva(q)) (9)

Para estimar la componente 1-ésima del rasgo la funcién g, ; es usada para ordenar a

las personas. Tomamos entonces la distribucién empirica,

~ ~

On =GN (9 (X)) (10)

La estimacion del rasgo para obtener el estimador de la CCI debe tomarse con cuidado.

Existiran muchos empates asi que para romperlos agregaremos una variable aleatoria W,
para obtener una sucesion sin empates.

Para estimar la CCI correpondiente al item i, no tomamos en cuenta el puntaje

obtenido por los sujetos en el item i A este estimador lo llamamos G/n\l

La CCI seré estimada por:

_ L KX
Sy K (2=0)

donde K es un nucleo y h la ventana.

P;(6) (11)

Si conocemos las marginales H; podemos transformar los estimadores a la escala
apropiada mediante:

7= (R, fa) = (H ' (01), s Hy ' (02)

Para estudiar la consistencia conjunta se requiere que el tamano muestral y la longitud
del test crezcan juntos.

Consideremos primero, un test de n items, administrado a N,, examinados, elegidos
al azar. Se estiman las CCI de los n {tems y los N,, rasgos. Entonces ahora, se considera
un nuevo test de n + 1 items, que no necesariamente contengan los n anteriores, y se

administra a N,4+; examinados.
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Haremos la estimacién para cada fila en el arreglo triangular asi obtenido.
Tenemos entonces la sucesién de test:

Pn,l»Pn,2>~--;Pn,n
P11, P20 Pogin, Progingt
Pn+2,17 Pn+2,27 e 7Pn+2,n+17 Pn+2,n+2

Sucesion de rasgos

Gn,ly 6n,2a ) an,Nn,
0n+1,1; 9n+1,23 ey 0n+1,n7 9n+1,Nn+1
Ont2,1, 00422, Ong2ni1, Onga, N, o

En este arreglo triangula estudiaremos la adecuacién de las CCI y de los estimados

del rasgo a medida que n tiende a infinito.

Las hipétesis necesarias para lo obtencion de la consistencia conjunta son las siguien-

1) Independencia Local
2) El rasgo O tiene distribuciones marginales uniformes U|0, 1]

3) para las funciones g, existen constantes ¢y i1, ..., Cn,1.n tales que:

n n
Supml,..,mn,m'l,..m% Z ‘ gn,l(xla <Ly xn) - gn,l(xh I’i, xn) |2§ Z CELJ’@ (12)
i=1 i=1

para 1 <[ <d
4) Las F,,; correspondientes cumplen la propiedad (P), (L,,7,) para toda ! con

1<li<n

donde la propiedad (P) es:
Una sucesién de funciones f,, : V — R% con V C RF acotado cumple la propiedad

(P) si existen sucesiones L, y vy, > 0 tales que: existen § >0y A > 0 tal que § < L, < A

para todon y

Yo — 0
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[ @) = fu@) IS Lo | 2 =y || +mVe,y €V

5)
W%él—gf)'@l) > M, > 0. (13)

6) Para0 < aa < 1/2
In

méxz(Z?zl C%,l,i)a

7) Hméx; (Y], cfhl’i)’¥ <N<Mn"conr>d+1
8)

— 0

n
limlogn mléx(z ciylﬁi)lf%‘ =0
i=1
9) El nucleo K es simétrico, acotado y con soporte compacto
10) Las CCI tienen derivadas parciales continuas en (0, 1)¢ y ademés en cada campacto
[a,b]¢ C (0,1)¢ y todo par (n,i)estdn uniformemente acotadas
11) Para0 < a < 1/2

n

z 2 a
méx(y ¢ 1)* = O(hn)

i=1
12) El nicleo K es Lipchitz de constante J

El teorema fundametal que probaremos es que bajo las hipétesis 1) a 12)

maz{mazy=1, x| Onr — Oni |l SUPYE (a,b)dMAT1<i<n | Poi(0) — Poa(6) |} =0

si n — 400 con probabilidad 1

Asimismo presentaremos adicionalmente un modelo que permite estimar ICC monéto-
nas en cada dimensién y un algoritmo para implementarlos y finalmente un método para
estudiar el funcionamiento diferencial del item.

En este trabajo encontraremos que en el capitulo I trata sobre los métodos no pa-
ramétricos para la estimacién de densidades y regresion. En el capitulo II se analizan
los procedimientos paramétricos y no paramétricos desarrollados hasta el momento po-
niendo especial énfasis en la estimacion para mostrar la complejidad de los algoritmos
usuales. En el capitulo III se presenta el modelo multidimensional, se demuestra la con-
sistencia conjunta de los estimadores, exponemos el estimador monétono y un método
para la determinacién del funcionamiento diferencial del item. Finalmente el capitulo IV
estd dedicado a las simulaciones, al analisis de datos reales y al cédigo R de las funciones
utilizadas.

A nuestro juicio el nuevo método es consitente tanto para el rasgo como para las ICC

y tiene la ventaja de ser no paramétrico. Las simulaciones confirman dicho resultado y



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page xi — #15

estas fueron hechas bajo diferentes nicleos, distribuciones del rasgo, tamanos muestrales
y anchos de ventana. Como limitanye importante para estos modelos no paramétricos
multidimensionales debemos hacer notar la llamada ”maldicién de la dimenisonalidad”lo
que hace que los tamanos mustrales deban crecer mucho cuando aumenta el nimero de
dimensiones. También el método para obtener CCI mondtonas nos permite trabajar con
aquellos curvas que a priori deben ser mondétonas como sucede en el ambito educativo.
Destacamos de esta ultima aproximacién lo novedoso del enfoque.

xi
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Capitulo 1

Estimacion no paramétrica de densidades

1.1. Introduccion

Supongamos que tenemos una muestra X1, ..., X, de variables aleatorias independien-
tes idénticamente distribuidas y que estas variables tienen una densidad f.

Nuestro objetivo es, a partir de esta muestra, estimar f. Para ello consideremos la
familia & de las funciones de distribucién absolutamente continuas con densidad f y
exploremos diferentes métodos que nos permitan encontrar f.

Un primer intento es utilizar el método de maxima verosimilitud ya que este es un
método universal y asintéticamente éptimo. Lamentablemente es facil ver que este méto-
do no sirve a menos que las funciones de la familia & sean mondtonas lipchizianas de
constante fija.

Otro método seria utilizar como estimador el histograma. Para ello consideremos una
serie de intervalos Iy, ..., I, disjuntos.

Definimos el histograma en el punto x como

Fula) = 303 () @)

i=1 j=1

Si observamos este estimador nos damos cuenta que lo que estamos haciendo es contar

cuantas observaciones caen en el intervalo que contiene al punto z, es decir,

i X e L}
o n

fn(2)

para x € Ij.
Este estimador lo podemos escribir como

p
fal@) = aix,(z)
i1
donde
1 n
a; =~ ;xu (X;)-
J:

Por la ley de los grandes ntimeros a; converge casi seguramente a la P(X € I;), en-
tonces f,(x) converge casi seguramente a y ©_, P(X € I;)xr, (z), luego los estimadores
basados en histogramas convergen casi seguramente a histogramas lo cual no es satisfac-

torio ya que este hecho restringe a la familia .

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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Se puede hacer una modificacién de este estimador y es considerar la cantidad de
intervalos como una funcién de la cantidad de observaciones, es decir, hacer p(n) y que
esta tienda a 400 con n.

Rosenblatt (1956), Akaike (1956) y Parzen (1962) introducen un nuevo método de
estimacién basado en ntcleos. Lo analizaremos en detalle.

El estimador basado en ntcleos piensa la densidad como la derivada de una funcién
de distribucién, es decir, f(x) = F’'(x) donde F es la funcién de distribucién de X.

Tenemos entonces que

A F.(x+h)— F,(x—h)
— 1/ n
fnn(®) [y 2h
Analizando este estimador observamos dos hechos; primero por el teorema fundamen-
tal de la estadistica F,, = F, segundo, el limite en el cociente incremental depende de
n
h, es decir, se nos presenta un problema de limite doble h — 0 y n — co. Si h — 0 muy
rapidamente se complica la convergencia de F),, a F por lo que es conveniente hacer de-
pender h del tamano muestral, es decir, considerar h(n). Por lo tanto, se hace depender
h del tamano muestral o sea se considera h(n).
Con esto en mente vemos que
Fo(z 4+ h(n)) — Fo(z — h(n)) _ Fu(z—h(n),z + h(n))

Fron() = 2h(n) - 2h(n) -

1 #{i: X; €(x—hn),z+h(n 1 "1
{i: Xi € (2 = h(n),z + hin]} S e s ()

nh(n) 2 nh(n) g
1 1 r—X; 1 r—t _ .
~ nh(n) ; Xy = / o) X1 Gy V(D) = Bn x Fy
donde
K(2) = 1 “
n(z) = mXH,u(m)

Analizando este estimador vemos que todo se reduce a una convolucién.

Teorema 1.1.1. El estimador fn n definido antes es un estimador consistente de la densi-
dad de f en todo punto de continuidad z de f.

Demostracién:
. 1 r— X, 1 1 et
E(fnn(x)) = ﬁE(X[ﬂ,l](T)) = ﬁE(X[%mwh] (X1)) =3n /Iih f(t)dt — f(x)

si h — 0 por el teorema fundamental del cdlculo ya que f es continua en z.

Universidad de la Reptblica
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Hemos demostrado que fnh(x) es un estimador asintéticamente insesgado para x fijo
y de continuidad de f.

Calculemos ahora la varianza.

Var(fon(z)) = 4nh2Va7“( (e—haztn)(X1)) =
g POX € (2~ b W)~ P(X € (& — by 4 1)) =
1 1 z+h
%(1—P(Xi€(x—h,x+h))ﬁ/f(t)dt%%

cuando h — 0
Si ademas nh — 0o Var(f,.,) — 0 con lo cual f, ,(x) — f(z) en probabilidad, lo
que prueba la consistencia.

Proposicién 1.1.2. Supongamos que la densidad f tiene 3 derivadas acotadas. Entonces
~ " 4
ECM(fop(w)) = L@ | J@) oyt 4 1)

Demostracién: Usando el desarrollo de Taylor tenemos que

N2 )3
£ = @) + £ @)t - )+ /@ i Y
L7 r@ (@) f = )2
. z x —x
E(fun(z)) = o / f@®)dt = f(x) + 55 / (t —x)dt + 5h 5 dt+
z—h z—h
1 +h (t F
" z
bop [ £t
z—h
z+h
Como [ (t—z)dt =0
z—h
z+h h 2h3
(t—x)’dt = [ vldu= "~
e fn
y
L ) 17 P L7
" _ " _ 2 _ 2
o [ @ = o [ @ = o [ ot = oi?)
x—h —h —h
entonces E(fnh(a:)) flx) + f”(l)hz +o(h?)
Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 3
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Por lo tanto el sesgo es:

//x2 2
(Bfun(@) ~ 1)) = (4 o)

@) 2 e

4
36 + o(h?)

Recordando que el ECM= sesgo+ varianza tenemos

| f(@) PRt f(@) i, 1
A4 =
36 zan O TR
Observacién: Para obtener la velocidad éptima de convergencia hacemos que h* ~ L

nh
-1/5

ECM (fun(x)) =

osea h=0Cn

Con esta eleccién de h el ECM es del orden de n=*/5 y la constante C adecuada la

obtenemos minimizando el ECM (f, 1 (z))

: (@) POt flx) s M) PC | f(o)
ECM(fnn()) = 36 T omese " a6 + 50 ]
OECM (fun(z)) _ C*| (@) > flz) _ 0
oC N 9 202
de donde C' = (FH )"/

Observemos que al sesgo le conviene que la ventana sea muy chica en tanto a la va-

rianza que sea grande , es decir, existe un compromiso permanente entre sesgo y varianza.

Recordemos que fnh(x) se reduce a una convolucién fmh = K, * F,, donde K (z) =
s X111 (2/h).

Cabe preguntarse bajo qué condiciones puede reemplazarse la indicatriz por otra
funcion K.

Bajo esas condiciones entonces el estimador tomarfa la forma
Funle) = = 3 K(ESE
x)=— —_—
i nh &\ h

Lema 1.1.3. Sea K una funcién real que cumple
i) K es acotada y simétrica
i) [|K(t)|dt=Cy < oo
iii) IEI:EOO | zK(z) |=0
Sea g una funcién real tal que [ | g(t) | dt = Cy < 00
Consideremos la convolucién

i = Kn <o) = [ K (0

Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 5 — #21 GF

donde K}, (z) = £ K (z/h) entonces

() — g(z) / K(t)dt

si h — 0 para todo punto x de continuidad de g.

Demostracién: Sea x un punto de continuidad de g.
Dado € > 0 existe § > 0 tal que | g(u) — g(2) |[< & si |z —u|<d

COnSideremOS entonces
7) / K(t)dt |

| gn(e) ~ g(a) [ Kyt |

:|/K(—u) (¢ + uh)du — g /K du\</| W) || gz + uh) — g(x) | du

dado que K es simétrica.

Ahora

J 1K@ lgta+a) ~ o) [ du< 55 [ 1K) dus

|ul<é/h

+ / | K(w) || () | du+ / | K(w) || g(z +ub) | du
|u|>6/h |u|>5/h

Como z es un punto de continuidad de g, | g(z) |< C3 y

ST K(u)

lu|=6/h

£ pues es la cola de una integral convergente. Por tltimo
3C5 J

K@ gl +uh) [duss [ Juk( g+ uh) | du<

lu|=d/h lu[>6/h
h €
—— h)|du < — dt =
<5302/|<x+u|u = 101
lu|>6/h
pues | uK (u)
A partir de estas tres desigualdades obtenemos que | g (z z) [[K(t)dt |< e para

h—0

Veamos ahora una version multidimensional del lema anterior.

Lema 1.1.4. Sea K, = 17K ($).
Consideremos f en Ll(Rd) y K en LY(RY) N L (RY)
Ademés K cumple
i) [ K(t)dt=1
R4

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 5
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i) K(z) = o([lz]~9) si [|z]| — +o0
Sea fr, = f x K,
entonces f, — f si h — 0 en cada punto de continuidad x de f.

Demostracién: Al ser  un punto de continuidad de f, dado € > 0, existe § > 0

tal que | f(z —1t) = f(z) [< gy st lltl] <6

En primer lugar vemos que f K (t)dt =1 ya que

/Kh th( )t = /K =1

Tomando la diferenc1a

| fn(z) — |_\/f$—tKh t)dt — /Kh )dt |=

—|/ fla =)= F)Fu(0d 1< 5T / | Kt | de+

lltll<o

+ [ lre-olgaO 1de [ K |
Ieii>5 Iei>5
Ademds [ | Ku(t)|dt<
>
integral convergente.

37 @) f( I si h es suficientemente chico por ser la cola de una

Definamos la funcién ¢ : RY — R mediante ¢(z) =| K(z) | |||/

Por ii) vemos que ¢(x) — 0 si ||z|| — 400 luego

[ 1se-nige = [ 1 fa-o) <

ltl|>6 1171
1 sup /
_— L(t/h —t)|dt
= I VN V)
ll£ll>6
Como Htﬁuﬁ 5 0(t/h) — 0 si h — 0 pues |[t/h]| — +o0 y

J I f@—=t)|dt<| f |y entonces [ | f(z—t)| Kx(t)|dt<$
lItl=6 it =6

luego obtenemos que | fr(z) — f(z) |[<e.

Veamos ahora las propiedades del estimador general basado en ntcleos.

Universidad de la Reptblica
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Teorema 1.1.5. Sea x un punto de continuidad de f, K un nucleo simétrico y acotado y
tal que [ K(t)dt =1. Ademds | 2K (z) |— 0si | 2 [— +o0.
Entonces

fulw) = =S K(E)
i=1

es un estimador asintéticamente insesgado de f(x) si h — 0.

Si ademds nh — oo es estimador consistente de f(x).

Demostracion:

Por el lema 1.1.3

T

B(fu(o) = 5 [ KOS5t > £

h

Var(fu(a)) = —5Var(K("=20) < o BRY(T=2) =

nih%/f{?(xh Byt —s %/Kz(@dt
Esta convergencia es véalida ya que como | zK(z) |— 0 si |  |— +oo entonces
| 22K2(x) |— 0 si | 2 |— +o0 lo que implica que | xK?(z) |— 0 si | 2 |— +o00 pues
rK?(z) < 22K?(x) para | z |> 1.

Ademss [ | K2(t) | dt <|| K ||oo [ K(t)dt < 00

Entonces si nh — oo Var(f,(xz)) — 0

Hemos demostrado que si nh — 0o y h — 0 entonces f,(x) f(z)

Observacién: En realidad hemos probado la convergencia en L?, es decir que

E(fa(z) = f(2))* — 0

Observacién: el orden de la varianza es ﬁ pues

Var(Vahfu()) = nhVar(fu(2) = 7 Var(K(Z=2)) =
1 2, L — X1 1 2 T — Xl
SEKA(=—0) = 3 BHE (=)
luego
Var(Vahfa(z)) — () / K2(w)du
Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 7
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h—0
ya que
1 2 xr — X1
FEECT 5 () [ K
y
1 9, =X 9
LR 1)—>f(a:)/K (u)du
de donde
Var(fu(x))
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1/nh - C

Proposicién 1.1.6. Sea x es un punto de continuidad de f y que K cumple las hipétesis
del lema 1.1.3.

Ademads suponemos que:
i) existe f” y sup|f”| < M y que el nicleo cumple:
i) [uK(u)du=0y

iii) [w?K(u)du=a < oo

Entonces la ventana éptima cumple: h = Con~/5 y ECM « Cn*/5

Demostracién: Sabemos que ECM = B? + Var donde B indica el sesgo.

Comencemos calculando el sesgo

T

BUfu(o) = E(fa(o) ~ f0) = 5 [ K(

[ K 10 - f@nan= [ K6 |7 @ 10"

h2

5 [ K@<

h

1) p(tydt — f(z) =

h22
Y du =

Si tomo f(r) = 2% entonces la desigualdad se transforma en igualdad, luego

By (falw)) = Ch?

Tenemos pues que ECM = % + Coh* + o(# +ht)

entonces el h éptimo serfa h = Cn~/5 y

ECM = Cn~*/®

Universidad de la Reptblica
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Proposicién 1.1.7. Consideremos que x es un punto de continuidad de f y K cumple las
hipétesis de los lemas anteriores. Ademéds

i) f es Lipchitz de constante L, es decir pido menos regularidad que en los lemas

anteriores.

i) [|K(v)uldu = ag < oo

Entonces la ventana éptima serd h = Cy, /% y el ECM (fn(z)) = cy?

Demostracién: A partir de las hipdtesis ya sabemos que:

Var(vVahfa(z)) — f(z) / K2(t)dt

El sesgo, usando que [ K =1 queda:

| BUa@)| = [EGa(@) - £(a)] = |y [ K2 fudu = (o) <

< /|K(t)|\f(x+th)—f(m)|dtgL/|th\|K(t)|dt:Lh/|tK(t)|dt:La3h

asi pues
|B(fn(2))| < Lash

Si utilizo una funcién lineal f(t) = Ltl,_. ,4)(t) obtengo la igualdad, entonces:

B(fn(z) = hC

luego
Ch 1
ECM = — + C3h* + o(— + h?
nh et O(nh + 1)
entonces orden 6ptimo es: - = h? de donde h = Cn~'/? asf pues

ECM(f(x)) = Cn™2/3

Observacién: A menor regularidad se obtiene menor velocidad de convergencia. Esto

no tiene nada que ver con la parte aleatoria del problema.

1.2.  Distribucién asintotica del estimador

Veremos que adecuadamente normalizados estos estimadores convergen a la distribu-

cién normal.

Comencemos dando sin demostracién la conocida desigualdad de Jensen.

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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Teorema 1.2.1. Desigualdad de Jensen
Sea p una medida positiva sobre una o-dlgebra M en un conjunto € tal que u (Q) = 1.
Sea f es una funcién real en L () con a < f(z) < b para todo = € Q.

Si ¢ es convexa en (a,b) entonces ([, fdu) < [,(po f)du

Lema 1.2.2. Bajo las condiciones del lema 1.1.3

ful@) — Efu(a)
Gy VO

El estimador de densidad lo podemos escribir como

con

O sea, se tiene un sistema triangular de variables idénticamente distribuidas por filas.
Utilizaremos la condiciéon de Liapunov para la convergencia a la Normal, de mas

estd decir que esta condicion implica las de Lindeberg.

Una condicién suficiente para que

es que
E(|Wa, — E(Wy,)I**?)

W la(W 2t 0

con n — oo para algin § > 0

1 rz—X 1 1 rz—1
B(Wa, P70) = s B () = s [0V 0

Si se cumplen las hipétesis del lema 1.1.3
L o5 (Tt 245
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asi pues,
R (W, 20) = o) [ K390

De igual modo:

o2(Wy,) = %Var (K(w _hX1)> = %/KQ (

%/KQ (x;t> F(t)dt

ho? (W) — f(z) / K2(t)dt

Como

se tiene que:

También

E(Wn,) = f(x)

si

/ K(u)du = 1

page 11 — #27

dt

x—t

- ) F(t)dt

E (W, = E (Wa) [7*°) < B(IWa, | + [E (Way) )*)

usando la desigualdad:
a+b 2495 _ a2+5 + b2+5
2 = 2

obtenemos:

22+5
2

210 (|Wo, P10+ |E (W) PT)

(W | +1EWar) )**° <

Usando la desigualdad de Jensen a la funciéon
p=x

tenemos que:

(EIWu)*™ < E (Wi [**)

asi pues

(Wi P + E (W) [P°) =

E ([Wa, |+ [E (Way) )™ < E (2" (W% + B (W) 7)) <

< B (20 (W24 4 B (W [249))) = 21 (BIW, P49 4 B Wi [*+9) =

= 2O (W [2H9)

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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luego

E (\Wm - K (WM)QJ”s |> 2240 (|, [2+)

nso (Wn)*° h nio (Wy)*+°
22-‘,—5 s o1 d s h1+%0' (Wn1)2+5
= Tgh B (W [P )/m—h“r%
C nd/2 C
= —0

si nh — oo pues

RE( W) (o) [ K (o)

hl'*'d/za(uml)”‘S — cte
asi pues se cumple la condicién de Liapunov.

Hemos probado que

% N(0,1)

Teorema 1.2.3. Supongamos que K es acotada y que [ K (u)du =1,
ademds se cumple que 2K (u) es acotada, nh — oo y nh® — 0.

También la densidad f es Lipchitz en un entorno de x,

entonces
a)
Var(Vahfo(e) — f(a) [ K*(u)du

b)

(g e (6 (55)) o) o
0

Vaah (F2(a) = 1)) — NO.f(z) [ K*)du
Demostracion:

a) Como K es acotado, [ K(u)du =1 entonces [ K?(u)du < oco.
Sabemos que [uK(u)| — 0 si | u |— oo pues u?K (u) acotado luego se cumplen las

hipétesis del lema 1.1.3, asi que a) se cumple,

b) existe § > 0 tal que |f(z+s) — f(x)] <<c|s|; |s| <o

12 Universidad de la Reptblica
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|v%h(/QQunnr+uMdu—fwy/kxwmQ|=wv%h/i«u»ﬂx+mw—funm4<

<l |hC / K ()| du + / K ()| (2 + uh)|du + | £(2)| / K(u)du]

|hu|<d |u|>6/h |u|>6/h

Sea C1 : [|[u2K (1) || 0o

= Vnh

Ch / (K (u)|du + / |u|i(2(|u)f(x+uh|du+f(x) /

|hu| <6 |u|>6/h |u|>6/h

< Vvnh 52
|hu|<é |u|>6/h |u|>6/h

Ch / |uK(u)|du+h—201 / f(z+uh)du+ Cy f(x) / du]<

<Vvnh

Ch / \uK(u)|du+h%/f(t)+01f(:v)h / ff] =
R

|hu|<é

vnh3[C’2—|—C'3—|—C'4]—>O

du dt
/1ﬁ:h/§

si nh3 — 0 pues

|u|>d/h [t|>6
dt
f(z +uh)du = /f(t)ﬁ
lu|>8/h R
y
/ |uK (u)|du
|hu|<d
estd acotado al igual que:
dt
f(:v)/ 2
[t]|>d

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 13
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—@

c)

Vnh (fn(z) = f(2)) = Vnh (fo(z) — Efn(z)) + Vnh[Efo(x) - f(2)]
sabemos que:
Vnh[Efn(z) — f(z)] = 0
consideremos,
o (fn(x
D) =5 @)
se tiene que:
o (fn(@))
ademas,
nho? (@) — 1(2) [ K2
entonces:
1/2
Vata (fu(e) — (1) [ K30 )
asi pues,
VAR (fule) - @) — N (0.60) [ K*(u)au )
1.3. Convergencia completa de los estimadores basados en
nucleos
Teorema 1.3.1. Sea
1 ~ Tr — X,L
fol(z) = %;K ( - ) X1, Xy,
con densidad f e independientes. El nicleo K cumple las hipotesis del lema 1.1.3, e
/K =1

En estas condiciones el estimador basado en nitcleos converge completamente a la
densidad f en cada punto de continuidad de f.

Demostracién: Queremos probar que

Y P(falx) = f(2)] > €) <00
i=1
Universidad de la Reptblica
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T
{fale) — F)] > ¢} = {%ZK (=5) - 11> } -
i=1
| &K(1 (X~
{nlg(hK( . )—f(z)>]|>e}
entonces
P(fulx) ~ f@)] > ) = P (C}Z (3x (555) - @)1 > ) <
i=1
I 1, (2-X;
gp(n;hK< . ) ~ (@) >e>
Consideremos la variable
vk (S5 - 1w
Claramente las Y; son independientes si las X; lo son:
B0 =5 (35 (“57)) - 1@ =4[5 (55) - ) -0
pues
1 r—1t
i[5 (5 ) e s
Ademas,
1 xr — Xl
V=l (S - sl < c
pues K es acotada.
X; X;
E(Y?)=E (;f@ (x - )) —2f(2)E (iK <m ; )> + f2(z) =
s (x;t> (e~ 24(e);, [ K (Xh_t) F(t)dt + f2(2) -
-+ (@) [ K@t £)
Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 15
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ya que

%/Kz <f”h‘t> f(t)dt%f(a:)/KQ(t)dt

m [ () s - fio)

Utilizando la desigualdad de Bernstein tenemos:

1 n *77,262
P <n;Y| ~ 6) < Zexp (2(n(;f(x)sz(t)dt—fz(m))) +cne)>

Operando en el exponente

Asi pues
1 n
Pl-= Yi|>e] €2 —nhC’
(n@ | ) eap(—nhC")
entonces
1 & ,
pPl= K > < 2 —nhC
Sr(3mise) <X
Si y
n
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tenemos

nh = Q(n)logn

entonces

2676,/ log nQ(n) _ 2€logn—C’Q(n) _ 2nfCIQ(n)

Si Q(n) — oo resulta que » on~C'Qn) converge, asi pues hay convergencia completa.

1.4. Regresion no paramétrica

La funcién de regresién describe la relacién entre una variable explicativa X € R?
y una variable explicada Y € R. Se puede modelizar su relacion mediante la esperanza
condicional:

E(Y | X =1) (1.1)

El objetivo del andlisis de regresién es encontrar una aproximacién de la funcién
E(Y | X = z) a partir de n datos observados {(X;,Y;)}.

Para aproximar la funcién de esperanza condicional se puede utilizar un enfoque pa-
ramétrico, donde se asume que la esperanza condicional tiene una forma dada y esta to-
talmente especificada por un ntimero finito de parametros, o desde un punto de vista no
paramétrico, donde no se hace referencia a ninguna forma especifica. Este tltimo método
se caracteriza por una gran flexibilidad.

Hardle (1990) menciona que la estimacién no paramétrica de las curvas de regresién
tiene cuatro objetivos fundamentales: ” Primero provee un método versatil para explorar
la relacién entre dos variables. Segundo, da predicciones de las observaciones sin hacer
referencia a un modelo paramétrico fijo. Tercero, provee una herramienta para encontrar
observaciones esptreas estudiando la influencia de puntos aislados. Cuarto, constituye
un método flexible para sustituir valores perdidos o interpolar entre valores de X”.

La idea general de la regresién no paramétrica es la del promedio local, es decir,
estimar la esperanza condicional mediante un promedio ponderado, donde los pesos son
una funcién que depende del punto donde se va a estimar y de los valores observados.
Formalmente:

B(Y X =2)= Y wi@)Y; (1:2)
i=1

La regresion no paramétrica por nucleos utiliza para la sucesion de pesos una funcién
real K continua, acotada y simétrica con integral uno, fue introducida por Nadaraya
(1964) y Watson (1964).

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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Supongamos que tenemos n observaciones (X1, Y7).....(X,,Y,), que son independien-
tes, idénticamente distribuidas con densidad conjunta fx y(z,).
La densidad condicional de Y dada X es:

ety = fxy(@y)  fxy(@y)
| fx (@) J fxy(z,y)dy

Asi tenemos que:

_ Jufxy (@ y)dy

EY |X=212)= 1.3
| ) ffX,Y(x,Z/)dy (13)
Por lo tanto, para estimar la esperanza condicional utilizamos:
. —_— d
EY | X =2)= Jylxy (@ y)dy (1.4)

—_—
S Ixy(@,y)dy
Consideremos ahora un nicleo G(z,y) en R? cualesquiera, o sea, G es una funcién
simétrica, continua y acotada con integral uno.

El estimador por nicleos de la densidad conjunta es:

j :_ 1 —X; -Y;
f/)-(\Y(.T y)— :‘Lfl WG(L7ZJ}L )
’ ) 7

donde h es el parametro de ancho de la ventana, es decir, un ntimero real que controla
cuan rapidamente los pesos decrecen a cero.

Si el nicleo es simétrico como funcién de y tenemos que:

1 r—X; y-Y
/hd+1G( h I h )dy:()

de donde, realizando el cambio de variable, u = y7th

e 1 r—X; y-Y; e 1 z—X;
1 1 1 . 1 g ?
n ig_l/yhd_HG’( R Ydy =n E Yl/—th( 3 ,u)du

i=1

Ademas,

— i 1 z—X;
[ Fv ety =n Y [ 6w
=1
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Llamemos K al nicleo marginal, o sea, K(z) = [ G(z, u)du.

Obtenemos finalmente como estimador:

E Y/X\f — n! Z?:1 K%K(mihxi) _ Z?:l YiK(w_hXi’)
( ‘ *I) - 1 n LK z—X; - n K z—X;
n Zi:1 7 ( n ) Ei:l ( h )

Notemos que el numerador es la convolucién de K con los datos y el denominador es

(1.5)

la convolucién de K con la unidad.

Claramente este es un estimador del tipo de promedio local ponderado con pesos,
—X;
K(*5)
i K(557)

w;(x) =

Algunos nicleos cominmente usados son:
1. Uniforme K(u) = 0,5 si |u] <1y 0 en otro caso.
2. Cuadrético o de Epanechnikov K (u) = 0,75(1 — u?) si |u| < 1y 0 en otro caso.

w2
3. Gaussiano K (u) = e~ %

NPz
4. Biweight K(u) = 12 (1 —u?)?) si Ju| <1y 0 en otro caso.
5. Triweight K (u) = 25 (1 —u?)3) si [u| <1y 0 en otro caso.

6. Epanechnikov de cuarto orden K (u) = (1 — Iu?)0,75(1 — u?) si [u| < 1y 0 en

otro caso.
w2
7. Gaussiano de cuarto orden K (u) = $(3 — uQ)ﬁe_T
8. Biweight de cuarto orden K(u) = (1 —3u?)35 (1 —u?)?) si [u] < 1y 0 en otro

Caso.

Veamos que la estimacion es consistente. Consideremos la demostracién de Naradaya
que supone que X ~ fx
No hace falta pedir densidad. Esto se prob6 por Greblecki, Kizizak, Parvlack (1984).

Teorema 1.4.1. Supongamos X ~ f, , f.(x) > 0 y continua en x entonces si h, — 0,
nh, — 00

[ K(u)du =1y |zK(z)] = 0 cuando |z| = 00,E(]Y]) < oo y si ademds suponemos
alguna de las condiciones a) o b)

a) B(Y?) <

nh? = oo y K acotada

b) ma(x) = E(Y?/X = x) es continua en x.

entonces el estimador de regresion es consistente.

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 19
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Demostracién:

~ 1= h R17 (33)
g(l‘) - 1 n r—X R L
= Z K < - J) on(x)
j=1
Bajo estas condiciones se tiene que,
Ron(z) = f(z)

Trabajemos ahora con el término Ry, (z),

(5
e (x (555 Boun) =

» [k (,;t) 9(6) fx (Dt — g(2) ()

en cada punto de continuidad de gf por el lema 1.1.3
Claramente g.f € L', pues

E (Rin(x))

/|9(t)|f(t)dt = E(lg(x)]) = E(|[E(Y/X)]) < E(E([Y]/X)) = E(|Y])
o sea basta pedir E(|Y|) < oo y las hipdtesis sobre K para aplicar el lema 1.1.3 .

Probemos ahora que la varianza tiende a cero:

nh

#E <K2 (x _th> E(Y12/X1)) - L/KQ (m !

— - ) ma(t) f(t)dt

Var(Rin(z)) = #Var (K (m _th) Y1> < %E <Y12K2 <w _hX1>> _

donde

ma(X) = BE(Y?/X)

E(m(X)) = E(E(Y?/X)) = B(Y?)
Analicemos ahora el término

# K? (x;t) ma(t) f(t)dt

20

Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 21 — #37

Acé caben dos posibilidades:

a) Si E(Y?) < ooy nh? — oo y si K estd acotado tenemos,

1
nh?

K? (” - t> ma(£) f(£)dt — 0

b) si no exigimos que E(Y?2) < oo entonces,

# K> (””;t) ma(t) (1)t = %%/I@ (x;t> ma(t) f(t)dt —>

aplicando el lema 1.1.3 siempre y cuando ms(x) sea continua en x, 0 sea se necesita que
la esperanza condicional sea continua.

Veamos ahora dos resultados, uno de convergencia en probabilidad y otro de conver-
gencia completa.

Sean (X1,Y7) .oe... (X, Y,) vectores aleatorios independientes, idénticamente distri-
buidas, con X; € RY,Y; € R.

Consideremos las hipdtesis:

H1)
h, — 0
y
nhd — oo
Para el nticleo pidamos:
H2)
K:RY— RT

existen C1,Cy > 0 y H tales que

CiH (| X)) < K(z) < C2H ([|X])

con H acotada, decreciente y tal que t?H(t) — 0 si [t| — oo

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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H3) Existen ¢,r > 0 tal que

K(z) = ¢ 1 [{IX] < r} (@)X )2)<r(2)

Si f es integrable y X tiene distribucién p entonces definimos:

= [ (F50) somtany [ 1 () sowtan =

o (55 o) (1 (57))

Veamos que lo que le pedimos al nicleo es menos que suponer continuidad y soporte

Observaciones:

compacto, o radial, comtinmente se toma K (||t|]).
La segunda hipdtesis sobre el niicleo implica menos que pedir que K(0) # 0 y K con-
tinua en 0, podemos ver que esta condicién la cumplen los niticleos usualmete utilizados.
También debemos observar que no hay hipétesis sobre la distribucién de las X.

Veamos dos lemas.

Lema 1.4.2. Sea S, la bola de radio r centrada en x, y sea ap(z) = % entonces ap, (z)

"
tiene un limite finito ctp x(u).

Demostracién:
Sea A la medida de Lebesgue, descompongamosla en la parte absolutamente continua
respecto a u en la parte singular.

Notemos por A; a la parte absolutamente continua de A respecto a p y A la parte
singular, luego

A(Sh) dAy
S0 ™
ctp
z(p)
A(Sy) = hIN(B))
entonces
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ctp
z(p)

donde ¢ es no negativa y finita.

Lema 1.4.3. Sea K no negativo verificando H2) y H3) y { integrable, entonces
pn(x) = f(z) ctp. x (u) sih —0

Si K es el indicador de la bola unitaria, tenemos el teorema de diferenciacién respecto
a la medida p.

Lo que presentamos es como mezclar un teorema de convoluciéon con un teorema de

diferenciacién.
Demostracion:
o TECR) fwedy) K (S5 ()~ f)edy)
[ (z) — f(z)| = fK(¥)u(dy) f(z)| = | fK( ) @ <

<o [ (M) 1o - swmtany [ (50 uay

por H2)
H(t) +00
H(t)= / ds = /I{H(t)>s}d8
0 0
Si
Aip = {y :H (||x — y||> > t}
h
entonces
400
q (Hx ; y”) _ / IA“L (t)dt
0
Sea
= T T
r—Y
/H <h) pu(dy) = / / Ia,, (t)dtp(dy) = / (A ) dt
—oo 0 0
ya que
IAf,,h,
es integrable, aplico Fubini.
Ahora
o~ yl T
r—Yy
[ (Y yw-r@lutan = [ [ 1,0l s@ ) - /w/v ) (dy)dt
—oo 0 A¢n
Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 23
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aplicando nuevamente Fubini.
Dividiremos el cociente en dos partes, I y II.
Dado € > 0, sea § = eh?

I-

?f |f(y) — [(2)|pu(dy)dt ?f |f(y) — f(2)|pu(dy)dt

5 Atn S Aen
(A dt B T i (Aen)dt
0 )
 1f () = f2)|p(dy)
< sup A
t> 4 p(Agp) dt

La ultima desigualdad es cierta ya que si consideramos dos funciones ¢ > 0y h >0

con sus integrales finitas entonces,

J gdt
5 sup

<
TSz
1

Supongamos que % < Aparatodot>9

Como g y h son no negativas

luego

cualquier cota de g/h cumple la desigualdad, asi pues lo cumple el supremo de g/h.

Sit > 4§, consideremos los conjuntos A, 5 y Asp, se tiene radio (A.p) < radio (Asp)

Tenemos que radio (As ) — 0 pues
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{vomr (B52) 5 o) = (s b wl < 100y

ahora
hH~(8) = hH (eh?) — 0

pues t¢H(t) — 01|00

Veamos lo anterior.

1/d
—1(.pd : H(t)
Supongamos que H~'(eh®) = t, entonces se tiene que h = ( . )

1/d

luego |hH~1(eh?)| = |t (@) | — 0si h — 0 pues t — oo.

Lo tltimo se deduce ya que t*H(t) — 0 |t| — oo y es claro que t(H(t))'/¢ — 0 si
[t] — oo.

Utilizamos un resultado de desigualdades para funciones maximales debido a Hardy
y Littlewood.

Concretamente, el resultado nos dice que si radio(A ) — 0 entonces

[ 1f @) = f(@)|u(dy)

sup A:n

—0
t>6 p(Asn)

ctpz(p)

Veamos ahora la segunda parte

I1-

Llamemos C = [ |f(y)|p(dy), entonces

/5 | fwntdnu<cs

0 A¢n
y
)
| [ rwutin <o)
0 A¢n
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asi pues

/ / @) — F@)lu(dy)dt < 5(C + f(z)

También

/M(At,h)dt = /H <||:6;y||) w(dy) > Crp(Syn) = Chird

arp(x)

5(C + f@)am(@) _ (f@) + Cleam(@) _

00 dphd d
J»M(At’h) 011" h 017’
0

IN

!

ctpz(p)

Aplicamos en la tdltima desigualdad el lema 1.4.2

Teorema 1.4.4. Si E(]Y|) < oo (esta condicién es para que exista la esperanza condicio-
nal), entonces bajo H1), H2) y H3)

en ctp x(u) donde

Demostracién: dividamos por E (K (x_TX’)) obteniendo,

Notemos cémo:
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e e (52 (52)

Obervamos que E(Z,;) =1y

B, + A,
gn(@) = ((an - 1))
Ahora,
E (K (*5%) B (Y/X))
B (K (%5%))
asi pues aplico el lema 1.4.3, tomando f = g(x);
g(z) € L, por ser E(|Y]) < oo;
K >0 por H3y A, = up(z) entonces

A, =

An = g(x)

ctp
()

Ahora el problema se reduce a probar que

ctp

Probemos primero que

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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—®
Sean N >0Y' = YX{lY\SN} eY'=Y -Y'
- - X; r—X; r—X
B, = vk (== —p vk (222 E(K
=2 P (5 ) = (e (557 ) e ( (5)
- - X; - X; -X
= b () = (v (55)) | e ( (55)
i=1
Se tiene por la linealidad de E que
By, + BY, = Bin
Aplicando Chevicheb
1 —X; - X; 1 E(Y?2K? (=X
P(IB,,|>1t) < ~Var [Y{K (w )) J2E? (K (m )) <— ( (7;? ))
n h nt? B2 (K (%57))
VK] 1
Cont? E(K(%5%))
Por H3:
z—X; z—X
E <K< Z >) > cE (X{Iulgr} < W >> =c / p(dt) = cu(Srn)
lz—t]|<rh
luego
NKoo 1 NYKle et NYK|e cle
nt? B (K (2=2)) © nt2 cu(Spn)rihd T nt2erdhd rh = i
ctp z(u) para cada N, pues a,p, tiene limite finito.
. ) P
Asf pues para cada N fijo, B}, . 0 ctp z(u)
Aplicando Markov a BY,
E(|B" 2 E YK z—X 2F (K z—X E(lY"
t t EB(K (=) t E(K(5))
28 Universidad de la Reptblica
—&



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 29 — #45

= 2gn()
donde

gn () = E([Y"]/X)

Por el lema 1.4.3 con f = gy se tiene que 2g,n(2) = gn(2)2 ctp z()

gn(x) = E(Y"]/X) = E([Y —=Y'/X)

Y —Y'| < 2|Y|
y
Y —Y'| =0
C.S.
N — o0

Asi pues

E(gn(x)) = E(E(Y =Y'|/X)) = E(Y =Y'|) = 0

si
N — o

ademds gy > 0y gy decreciente, luego gn(z) — 0 ctp z(u) con N — oo,

elijo N tal que gy (z) sea pequeiio.

P
Sin — oo By, 0
H

o0
Vale en Ag = {z:gn(x) =0} y Ay ={x :gnn > gy} y valeen (] An
N=0
Para Bsy se hace lo mismo pero como no estan las Y no hay que truncar.

Teorema 1.4.5. Convergencia completa
Si |Y| <7 < o0, y se verifican H1), H2), H3) nht o o

’ logn

entonces g, () ¢ g(z) ctp x(p)
%

Demostracién:

Escribimos g, (x) = %

Sabemos que A, — g(z) ctp xz(u) por el teorema anterior, luego basta ver que

By, © 0y Bam © 0ctpa(p)
— —
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Aplicaremos la desigualdad de Bernstein a V,,;

WKl K |swarn ()

= E(K(%)) - crdpd

que como ya vimos tiene limite finito.

E (YK (*5%)) YK Y IK [|ootrn ()
Var(Vyi) < B(V2) = : — < =< o
B> (V2K*(255)) ~ B(K(=Y)) crdhd
entonces
—nt?
P(|Bin| >t) <2 —
(1Bin] > 1) < 2eap 2 (Pl | K )
) { —nt2erdpd ] <9 < —C1,h? )
= egjp S exp — <
2||K ||l oo @rn(x)y(y + 1) Co(y+1)

ctp
()

llamando a m = C obtenemos

P(|B1n| > t) < 2exp(—C(z)nh?)

como

entonces

Z 2exp(—C(z)nh?)

converge, luego > P(|By,| > t) converge, por lo que By, converge completamente.

Andélogamente se procede con By,

1.5.  Distribucién asintética

Veamos un resultado sobre la distribucién asintética del estimador de regresién el cual

no es con hipétesis minimales.

Teorema 1.5.1. Sean {(X,,Y;)i > 1} variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas con X; € Ry Y; € R.

Notemos por F(Y;/X; = u) a la distribucién condicional de Y;, dado X; = u
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y por g(u) = E(Y1/X1 =u) y 0*(u) = E(Y1 — g(v))*/ X1 = p)
Supongamos que:

1t —
i) g es Lipchitz, y ademds m w =¢'(z,u)
e—=0 €

es decir, ¢ tiene derivada en la direccién de u (si g es diferenciable se cumplen las 2

condiciones)
ii) 02(.) es continua en x
iii) X; ~ f continua en z y acotada
iv) K : R? — R acotado no negativo,
JK=1
[t|?K (t) — 0 si [t| — oo y t2K2(t) integrable

v) existe 0 < B < oo tal que nh®+? — 3

Sea.
gn(x) = anZ(x)Yz
con KX,
Wni(z) = nih
L)
entonces

d\1/2 ol w 02(x) 20\ ds
(nh?)"* (g () — 9()) N@f@/k<m)

_>
con b= pY2 [ K(t)g' (z,t)dt
Observacién: notando que nh®t? — 3 es nh®h?> — B podemos observar que como

h? — 0 debe cumplirse que nh® — co

Demostracion:
Nuestro objetivo es calcular la distribucién asintética de g, (z) — g(x)

a2 | Y L [EEe s e
h i —g(z)| = (nh)'/? i > _
;K (wthj) ' ;K (%)
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e T (59700 T ()
A T ()

(nh?)'?

Como nh? — oo por la observacién previa, h — 0 y por iii), iv) y v) obtenemos

a2 () Lo

%
Analicemos ahora el término

12| 1 T
)" | S

a2

2

Notemos

Las variables V,,; tienen media 0, y son independientes.

Tenemos un sistema triangular y se verifican las condiciones de Lindeberg.
Calculemos la varianza limite:

Condicionando (Y; — g(r))? a X

LB(V2) = hd/K?( )()f()dt—>a /K2

donde hemos aplicado el lema 1.1.3 ya que o2 f es continua en x por las hipétesis ii)
y iii)

1 2 2
Var ((nhd)1/2 ZV"> = mE(v /K

32 Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 33 — #49

Asi pues aplicando el teorema de Lindeberg tenemos que:

1 1/2
o) > Vi — N(O,a2f/K2)
luego,

Wl)l/zz;vm/nlwzjzl((w) %N(O,‘W)

Veamos que:

i K (E) ) =t © 57250) [ Kt o

z— X d T —
EQMQWEJK(;K>@“”“@O@Wbuﬂ;/K(hfymwgmvwﬁ

- <nhd)1/2 /K(u)(g(:zr —uh) — g(x))> f(x —uh)du =

1/2 (9(x —uh) — g(z))
(nh) /K(u) . f(x — uh)hdu

Ahora si h — 0

K (2= ZIE) 0 up) 5 K/ ) (2)

Ademsds f es acotada,

KM= =9 p,uny < ClR )

y esta es una funcién integrable, pues u?K? es integrable, luego puedo entonces aplicar
convergencia dominada.

Nota: En vez de pedir f acotada puedo pedir K de soporte compacto, entonces fuera
de un compacto K (u) vale cero, por lo tanto allf puedo hacer uh suficientemente pequeno,
de donde f(z — uh) <|f(z) + €| y la acotacion serfa Clk(u)||u||f(z) + €.

Aplicando convergencia dominadas:

/K(u) (o(x = “’;L) =9 ¢ uh)du = F(x) / K(t)g'(x, t)dt

(nh?) " b = (nni+2) " = 12
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asi pues,
(nh?)1/2, / K9 = “};L) =9 ¢ uydu — B2 f() / K(t)g (. t)dt
luego
dy1/2 r—X; oy 1 r—X; 1/2
(2 Y 1 (S gl uh) -9l & (552) 0 [ K w0t
Asi pues tengo %ﬂbn
P
Cn c
%
an b N
%
y aplicando Slutsky
b P b
Cn — C

Veamos ahora que la varianza tiende a 0:

Var | e SOK (250 ) 060 o) | = v (1 (2522 (006 - ot

mo (1 (52 e -9 = [ 82 (5) 00 - 9w st

hd
/K?(u)(g(z —uh) — g(x))2f (x — uh)dt = h? / K2 ()0 = “};L) o)AV
ahora

— U — x 2
[ 2= ZIO) iy s s [ K20l )

la integral del lado derecho existe pues g es Lipchitz y ademds K 2u? es integrable, asf pues

aplico convergencia dominada y se tiene que si h?> — 0 la varianza — 0.
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Capitulo 2

Teoria de respuesta al item

2.1. Introduccién

La teoria de respuesta al item se diferencia de la teoria clasica de los test por utilizar
modelos basados en las caracteristicas de los items en vez de las del test, donde las
caracteristicas de los items son independientes del grupo en que el item se ha calibrado
y las puntuaciones del rasgo no dependen de las puntuaciones obtenidas en cada test
particular. En la teoria de respuesta al item se puede obtener una medida de la precisién
para cada puntuacién del rasgo, lo que la distingue claramente de la teorfa cldsica (esto lo
veremos en la seccién destinada a funciones de informacién) y para evaluar la fiabilidad
no se requieren de tests estrictamente paralelos.

La teorfa de respuesta al item (de ahora en adelante TRI) establece una relacién fun-
cional entre la respuesta del examinado a cada item y el rasgo latente responsable de tal
realizacién y al que notaremos 6. En la mayoria de los modelos que veremos se asume
que esta funcién depende solo de un rasgo, es decir, son unidimensionales. La funcién
que da la probabilidad de obtener determinada puntuacién en el {tem condicionado al
rasgo se denomina curva caracteristica del item. Comenzaremos viendo las hipétesis que
sustentan la TRI.

2.2. Dimensionalidad del espacio latente

Se supone que hay un conjunto de rasgos o aptitudes que subyacen en la respuesta
de los individuos a un conjunto de items. Cada rasgo es un numero real, por lo tanto si
existen k rasgos estos determinan puntos del espacio R*. A los modelos que suponen que
un Unico rasgo es el que determina las respuestas se les llama unidimensionales. Es claro
que este supuesto nunca se cumplird estrictamente, por lo tanto, lo que se pide es que
para un conjunto de items del test exista un factor dominante que explique la realizacién
del test, a este factor se le llama aptitud medida por el test. Los modelos que consideran
mas de un factor son llamados multidimensionales.

Si se cumple el supuesto de unidimensionalidad, al aplicar a r subpoblaciones de exa-
minados un test, las distribuciones condicionadas de las puntuaciones del test para cada
nivel de rasgo son iguales para todas las subpoblaciones. En caso de no cumplirse lo
anterior estamos en presencia de funcionamiento diferencial del item. A los efectos de la

construccién de tests unidimensionales, Lumdsen recomienda el uso del analisis factorial.
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A un conjunto inicial de {tems (construidos a partir de conocimientos previos) se les
realiza un andlisis factorial y se eliminan aquellos que no carguen en el primer factor.
Una vez eliminados esos items se repite el procedimiento tantas veces como sea necesario,
hasta dar con un solucién satisfactoria. Lumdsen (1961) propone que la razén de varian-

za explicada por el primer factor al segundo se utilice como indice de unidimensionalidad.

2.3. Independencia local

La independencia local refiere a que los n items que constituyen el test, condicionados
a un valor constante de 6 son independientes. Formalmente: sea un test formado por n
items y sean Uy, Us, ..., U, las variables que representan las respuestas de los examinados
a los ftems. Por ejemplo, los {tems dicotémicos son variables Bernoulli (acierto, error)

que indican el resultado en cada item. Entonces, si hay independencia local se cumple:

n

P(Uy...U,/0) = [[ P(U,/0) (2.1)

j=1

Es importante notar que la independencia local no implica que los items son no corre-
lacionados sino que son independientes condicionalmente (al nivel de rasgo). Hambleton y
Swaminathan (1991) muestran que el principio de unidimensionalidad es equivalente a la
independencia local (condicionado a solo un rasgo) pues si suponemos que el test es undi-
mensional y mide una variable latente 6, si no se da la independencia local resultaria que
algunos sujetos tendrian mayor probabilidad de responder correctamente para el mismo
nivel de rasgo, lo cual niega la unidimensionalidad. Reciprocamente, si se da la inde-
pendencia local tenemos que las probabilidades de respuesta solo dependen de un tnico
rasgo. La independencia local también puede expresarse con datos multidimensionales
(condicionando al espacio completo).

Dada la equivalencia entre independencia local y unidimensionalidad, cuando se con-
sideran datos unifactoriales, McDonald (1981) propone usar técnicas de andlisis factorial
para evaluar el supuesto de independencia local. Define un conjunto de items del test
como unidimensionales, cuando para sujetos con el mismo nivel de rasgo, la covariacién
entre los items es cero. La condicién de la ecuacién 2.1 es necesaria pero no suficiente para
la independencia dos a dos de las variables. Una alternativa posible para una definicién

formal de la independencia local con una condicién necesaria y suficiente podria ser:

Definicién 2.3.1. Los n items de un test son localmente independientes condicionados al

rasgo 0, si para cualquier subconjunto de indices i(1),...,i(k)

1<k<n 1<i(j)<n entonces:
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i(k)
P(Ui) .- Uiy/0) = [] PU;/0) (2.2)

j=i(1)
2.4. Ausencia de factores de velocidad

En los modelos de TRI se supone que los tests se aplican en ausencia de factores de
velocidad, es decir, que la puntuacion que obtiene un sujeto en un item, se debe solo a su
nivel de rasgo, pero no a falta de tiempo. Esta suposicién estd implicita en el supuesto

de unidimensonalidad.

2.5. Curva caracteristica del {tem

Si consideramos un ftem dicotémico ¢ su distribucién de frecuencias viene dado por

fi(u/0) = Pi(6)“Qi(6)" " (2.3)

dondeu=100y Q;(#) =1— P;(0) . La funcién P;(#) es la esperanza condicional de
la puntuacién del item dado el nivel de rasgo, o sea, es la regresién de la puntuacién del
item sobre la aptitud. A esta funcién se le llama funcién o curva caracteristica del item

(CCI), si estamos en el caso de modelos unidimensionales.

Definicién 2.5.1. Llamaremos curva caracteristica del item a la funcién P(f) : [—o0, oo —
[0,1] que da la probabilidad de acertar el item condicionada a la variable latente 6, es
decir,

P(6) = P(U = 1/6) (2.4)

Si el espacio latente estd completamente especificado, las curvas caracteristicas del
item se mantendran invariantes para todo subgrupo de la poblacién; luego la probabili-
dad que un individuo dé una respuesta correcta a determinado item solo depende de la
forma de la curva caracteristica del {tem y del nivel de rasgo del sujeto, y entonces, es
independiente de la distribucién del rasgo en la poblacién. Esta propiedad de invarianza
de las CCI (no importa en qué regién fue calibrado el item) constituye una de las mejores
caracteristicas de los modelos de TRI y es de capital importancia en las aplicaciones. La
formulaciéon matematica de las CCI es lo que distingue unos modelos de otros.

De manera anéloga se puede hablar de curva caracteristica del test (CCT), que se
define como la suma de las curvas caracteristicas de los items que componen el test, o

sea,

COT = i Pi(0) (2.5)

=1
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También se puede estudiar la curva caracteristica del sujeto que relaciona la dificultad
del item (luego veremos su significado) y la proporcién de {tems respondidos correctamen-
te para cada nivel de dificultad y que constituye una buena herramienta para comparar
el proceder de las diferentes personas a través de los items, asi como para estudiar las
curvas empiricas de las personas y las que cabria esperar si se ajustasen a las predicciones

del modelo.
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2.6. Clasificacion de los modelos

En su libro Handbook of Modern Item Response Theory , Van der Linden y
Hambleton(1997) clasifican a los modelos en varias categorias, las cuales detallamos con-
tinuacién.

Modelos para items dicotémicos:

= ojiva normal 1,2, 3 y 4 pardmetros;

= logisticos de 1,2,3 y 4P.

Modelos para items politémicos:

= de respuesta nominal;

= para items de multiple opcién;

= de escala de clasificacién;

= de respuesta graduada;

= de crédito parcial;

= secuencial para respuestas ordenadas;

= parcial generalizado.

Modelos para tiempo de respuesta o items de multiples intentos:
= logistico para test con tiempo limite;

= de test de velocidad con limite de tiempo;

= modelos de respuesta a un tnico item con multiples intentos.

Modelos para multiples habilidades o componentes cognitivos:

de Rasch unidimensionales;

multidimensionales de ojiva normal;

de respuesta multicomponente;

= modelos logisticos multidimensionales;

loglineales para items politomicos.
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Modelos no paramétricos:

= de ftems dicotémicos;

= de {tems politémicos;

= a partir de andlisis de datos funcionales.

Modelos para items no monétonos:

= modelo a partir del coseno hiperbdlico;

= modelo Parella.

Modelos con supuestos especiales acerca del proceso de respuesta:
= para multiples grupos;

= logisticos mixtos;

= para respuestas localmente dependientes;

para tests con formato que permiten informacién parcial.

Santiesteban y Alvarado (2001) consideran una clasificacién mds compacta:

modelos para items dicotémicos;

= modelos para items politémicos;

= modelos para tiempo de respuesta;

= modelos componenciales y multidimensionales;

= modelos basados en suposiciones mas flexibles.
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2.7. Modelos para items dicotémicos

Los items dicotémicos son aquellos en los que una respuesta de un sujeto serd clasi-
ficada en alguna de dos categorias, segin responda correctamente o incorrectamente. Se
puntuara el item 1 si se responde correctamente y 0 si se hace incorrectamente. Si un
individuo no responde a un item se considerara su respuesta como incorrecta.

Veremos una serie de modelos para este tipo de items.

2.7.1.  Modelo de ojiva normal

Fue primeramente propuesto por Lord (1952); y para introducir este modelo seguire-
mos a Baker (1992).

Consideremos una variable auxiliar I';(6) que indica la propensién a responder co-
rrectamente el item i en funcién del rasgo, con —oo < I'; < oo y sea ; un valor tal que
si I'; > ; el item se responde correctamente, o sea u;; = 1 y si I'; < ; el item se falla,
o sea u;; = 0. La variable I'; no es observable. Lo que se tiene son las respuestas de los
sujetos a cada ftem, o sea u;; con j =1,2,...,N.

Para modelizar a los items asumimos:

a)T'; es una funcién lineal de 0, es decir,

con €; = N(0,02) y donde el rasgo se considera sin errores de medida.

Asi pues

Ti(0;) ~ N(a; + 8:0;,07) (2.7)
Notemos por p;; la media de T';(0;), o sea ;5 = o; + 3;0; luego

“+o00 1 _(T*“;j)Z
—e 297 dx 2.8
N V2moy (2:8)

Se tiene ademds que v; = a; + 5;0* para algin 6%, entonces haciendo el cambio de

P(ui; =110 = 0;) =

variable z = (w;i*”) obtenemos:
tee 1 2
Pu;; =110 =0;) = /w me*sz (2.9)
y ademas
i T Mg _ Bi(0" — ej) (2.10)

4 q

Podemos considerar §; = 1 sin pérdida de generalidad obteniéndose finalmente que:
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+oo 1 2
P(ui]‘ = 1|@ = QJ) :/ 0 ——e 2dz (2.11)

o equivalentemente

P(u;; =1|1© =6;) = e~ 7 dz (2.12)

o V2T

Si llamamos b; = 0* y a; = Ui entonces el extremo superior del intervalo de integracién
queda a;(0; —b;) = a;0; —a;b;, y este se puede expresar como un modelo lineal poniendo
Ai = a; y & = aib;.

Luego, la probabilidad de responder correctamente el item i dado que el sujeto tiene
un nivel de rasgo 0; es

a;(0;—b;) 1 2 Ei+Nib; 1 2
Pi(0;) = / \/ﬂe_sz = Ee_sz (2.13)

Al parametro b; se le llama dificultad del item y representa el punto en la escala de
rasgo en el cual la probabilidad de responder correctamente el item es 0.5.

Al parametro a; se le llama indice de discriminaciéon del item i y es proporcional
a la pendiente de la CCI en el punto 8 = b;, como se puede comprobar directamente

a;

derivando y observando que P/ (b;) = oIS Hasta ahora no se han hecho supuestos sobre

la distribucién del rasgo en la poblacién. Si la distribucién es normal y no hay aciertos al
azar en el item, se puede establecer una conexién con la teoria clasica de test. Richardson
(1936) y Tucker (1946) mostraron que bajo esta condicién el coeficiente de correlacién

Qg

1/ 1+af ’

Ademsds, si notamos la dificultad del item (segin la teoria cldsica)por p;; Tucker

biserial pgy, cumple pyy, =

mostrd que:

Y
Di = —— ez dz
Vom Js,
donde §; = b;pgy, -
El modelo que acabamos de presentar es conocido como modelo de ojiva normal de
dos parametros. Existen variaciones de éste . Si suponemos que la discriminacién es uno,
obtenemos el modelo de un parametro que toma la forma

(0;-b:) 4 L2
Pi(ﬂj) = \/%6 2 dz (214)

Birnbaum (1968) incorpora la posibilidad de aciertos al azar agregando un pardmetro
y deduce el modelo de tres parametros.

ai(0;=bi) q L2
_Pl(gj) =c; + (1 - CZ)/ \/27677(12 (215)
oo T
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Barton y Lord (1981) han propuesto un modelo de cuatro pardmetros, que no discu-

tiremos aqui, ya que no aporta ventajas significativas respecto a los anteriores.

2.8. Modelos logisticos

Consideremos la funcién ¥(z) = % y sea ®(z) la distribucién normal acumulada,
Haley (1952) mostré que

|[@(ai(0; = bi)) = ((1,702)as(0; — bi))| < ,01 (2.16)

A partir de esta aproximacion, utilizdndola en los modelos de ojiva normal, Birbaum

(1968) obtiene los modelos logisticos correspondientes:

eD(0;—bi)
1-Pb;) = —57—1~ 2.17
(]) 1+6D(9J—b2) ( )
6Dai(6j7bi)
2 - 1(93) - m (218)
eDai(Ojfbi)
3=Pi(0;) =ci+(1—c) (2.19)

1 + eD(li(ej—bi)

donde D=1.702

En general el pardmetro D se incorpora a los otros, y por lo tanto, de ahora en adelante
supondremos que D=1. Como ya hemos visto para los modelos de ojiva normal tenemos
que a; es el pardmetro de discriminacién, b; el pardmetro de dificultad y ¢; el parametro
que indica la posibilidad de aciertos al azar. Estos modelos tienen la ventaja de ser mucho

més manejables matematicamente y son los que cominmente se usan en TRI.
2.8.1. Logits

Para lograr un mayor significado del modelo en su interpretacién y para relacionarlo
con las regresiones logisticas, a veces se utilizan los logits.

Llamemos logit a la funcién de 0 :

P(uij = 1|9)

1
Y Pluy = 009)

(2.20)

Esto nos indica la relacién entre acertar y fallar el item, por ejemplo un logit de 0
indica que % =1 o sea P(u;; = 1|0) = P(u;; = 0]6). Se verifica inmediatamente
que los logits para los diferentes modelos son:

- modelo de un parametro 6 — b;

- modelo de dos pardmetros a;(6 — b;)

- modelo de tres pardmetros a;(f — b;) (tomando In P“‘Llle)_)ci)
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El logit también es 1til para comparar sujetos pues:

P(u;;=1|61)
P(u;;=0]01) ] -1 P(’U,ZJ = 1|91) P(uij = 1|92)

—Y " |=1In —1In
1 7P(u¢j:0\ez) P(uij = 0[61) P(ui; = 0[62)

In|

Esta diferencia segun el caso es igual a:

a) 01 — 03 para el modelo de dos pardmetros
b) a;(01 — 63) para los modelos de dos y tres pardmetros.

Es claro que los modelos logisticos se pueden también obtener del hecho de suponer
que los logits son una funcién lineal de la habilidad. Por ejemplo, para el modelo de dos

parametros

P(ui; =110 = 6;)

1
" Plui; =0[0 =10))

2.9. Escala de 6

Un problema importante es la identificabilidad dentro de la teoria de respuesta al
item.

Un test no puede dar mas que informacién sobre la ordenacién de los examinados.

Para ver esto consideremos una transformacion mondtona 7 = g(0).

Entonces,
P(0) = P(g-'(9(0))) = P(g~ (7)) = P*(7)
donde ahora
P*=Po g_1

es ahora la curva caracteristica del item relativa a 7.

Los modelos establecidos no determinan el origen ni las unidades de 6, es decir si se
utiliza otro origen y se cambian las unidades de 6 y si se corrigen los parametros adecua-
damente, se obtendrén las mismas probabilidades P(6). Es claro que surge como pregunta

natural cuéles son esas transformaciones. En todos los casos consideramos D = 1.

2.9.1. Modelo logistico de un pardmetro

Teorema 2.9.1. Dado el item i que se describe mediante el modelo de un parametro

eefbi

P(0)

Si se transforman 6 y b; sumando una constante a cada uno, la probabilidad permanece

T lgel b

incambiada y el modelo se mantiene.
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Demostracion
Sea k un numero real y transformemos ¢ y b, mediante ' = 0 +k y b, = b, + k
entonces:
B ot b} B of-+k—bi—k) B
- 1 +€6/7b; - 1 +60+k—b1—k - 1 +€9—b1‘

2.9.2.  Modelo logistico de dos parametros

6—b;
P9

= P(0)

Teorema 2.9.2. Dado el item i que se describe mediante el modelo de dos pardametros:

eai (G—b,)

P(0) = 14 e®i(6=bi) "

Si se transforman 6, b; y a; mediante: 8’ = m# + k b; = mb; + k aj = % conm y k

constantes arbitrarias, entonces la probabilidad permanece incambiada y el modelo se

mantiene.
Demostracion
ACESS o7k (mbi+k—mb;—k) i (0-b)
= == e —
P(0 ) - 1+ ea;‘(e/—b;) B 1+ e%("bbi‘i‘k—"bbi—k) - 1+ eai(e—bi) - P(a)

2.9.3. Modelo logistico de tres parametros

Teorema 2.9.3. Dado el item i que se describe mediante el modelo de tres parametros

eal(Gfbl)
PO) =i+ T
Si se transforman 6, b; y a; mediante: 0 = mb + k b; = mb; +k aj = % y ¢; no

se transforma, o sea ¢, — ¢; con m y k constantes arbitrarias, entonces la probabilidad

permanece incambiada y el modelo se mantiene.

Demostracién:

, . . ea;(a/—bg) e%(mbi—&-k—mbi—k)
PO) =+ 0= —my = o+ 0 - e n
eai(efbi)
ci+(1—c) 1+ eai(0=by) = P(0)
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2.10. Modelo de Rasch

Al modelo logistico de un pardametro se le llama modelo de Rasch justamente por ser
propuesto por Rasch en 1960. El modelo de Rasch es un caso particular del modelo de
Birnbaum (1968) de tres pardmetros, si consideramos que el pardmetro de seudoazar es
0 y la discriminacién es igual para todos los {tems (en general se toma igual a 1). Este
modelo tiene ventajas importantes pues la funcién de verosimilitud condicional toma
una forma muy sencilla. Una caracteristica importante de este tipo de modelo es que
la puntuacion total del sujeto es un estadistico suficiente para 6. Esto significa que la
probabilidad de un vector de respuestas dado depende tinicamente de la puntuacion total.

Rasch (1960) en su libro Probabilistic models for some intelligence and attainment
tests se acerca al andlisis de los tests desde un marco probabilistico. Presenta alli tres
modelos diferentes: uno para el nimero de errores en la lectura de un texto, otro para
la velocidad de lectura y otro para los items de un test. Este ultimo modelo sera luego
conocido como modelo de Rasch.

La presentacion matematica del modelo se basa en una matriz de datos bidimensional
obtenida al administrar n items a N examinados. Las respuestas son puntuadas en forma
dicotémica u;; = 0,1 donde ¢ indica el item y j al sujeto. A cada individuo se asocia
un vector columna y notaremos por U = [u;;] la matriz nxN, la matriz de datos antes
mencionada. El vector que tiene los marginales de las columnas u ; es el vector de las
puntuaciones totales r; de los examinados y el que tiene los marginales de las filas u;. es
el vector de las puntuaciones s; de los items.

En este contexto Rasch emplea dos simbolos, 1; € [0, 00], llamado la habilidad del
examinado y §; € [0, oc], llamado la dificultad del {tem.

Define la razén §;; = g—f y la llama parametro situacional; se nota que la anterior
razén también se puede definir como &ij = nj€; donde ¢; es el pardmetro de facilidad. Es
decir §; = Ei que sirve como parametro de localizacién. Es bueno observar que en este
caso la dificultad del item no es la misma dificultad que hemos visto en los modelos de

dos y tres parametros.

Rasch utiliz6 la funcién f(z) = T4= la cual es el cldsico ejemplo de biyeccién entre R
y [0,1], para poder conectar a la variable &;; con una probabilidad. Se tiene entonces que
Sij
(v = 116) = T35 (222)
y
Plug; = 0fey) =1 0 — 1 (2.23)
Y N 1+&; 1+&; '
luego utilizando que §;; = % y sustituyendo
oA .

Plus; = 1Jn;, 8;) = —> 0 (2.24)

1+ 2~ &+
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y
P(u; = 0|n;,6;) = _ (2.25)
9O = T '
a partir de esto la forma general de la probabilidad de respuesta queda:
()
P(uij|n;, 6;) = =2 (2.26)

L+ 3

El parametro situacional también puede definirse en términos de odds ratio, o sea:

n;
P(ui; = 1|n5,6;) _ &tm; M
§ij = 5— =2 = (2.27)
J P(ulj = O|7]J, 61) 5iil77j (S»L

El pardametro situacional permanece incambiado ante cambios de escala, pues si mul-

tiplicamos la habilidad y la dificultad por una constante K se tienen que &;; = f(gj =%

En el principio dijimos que el modelo de Rasch es un caso particular del modelo de
Birnbaum, esto es asi pues si definimos ¢; = Inn; y 8; = Ind; entonces,
(eeje—ﬁi)uij e(0;—B1)
L+elie B 14 el0i=Bi)

P(ui;10;, 8:) = (2.28)

Es decir que podremos trabajar con cualquiera de las dos expresiones.
Probemos ahora lo afirmado anteriormente.

Teorema 2.10.1. La puntuacién total del sujeto es un estadistico suficiente para 6.

Demostracién:

Recordemos: si dada una muestra aleatoria simple X7, Xs,... X, de una densidad
f(z,0), el estadistico 0 es un estadistico suficiente para 0; si dado otro estadistico 6*,
la distribucién condicional p(9*|§) no contiene a 6, o sea 6* no proporciona ninguna
informacion sobre 6 que no haya sido dada por 0.

Ademass el teorema de factorizacién nos dice que si la verosimilitud L se descompone
como L = h(@,é\)k(Xl,Xg, ...Xy) donde k(X1, Xs,...X,,) no depende de 6, entonces 6
es un estadistico suficiente para 6.

Si calculamos la verosimilitud de un determinado patrén de respuestas tenemos:

L= P(uy,us, ..., un|0) = [] P(uil0) (2.29)
i=1

donde u; puede tomar los valores 0 y 1, luego:

L= [T P @) =TT g™ Qu) (2:30)

i=1 =1
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de donde
1y, (L4ePOby=1 oy - —D(0—bi)\us .
L= -_1(1 _ (1 4 B*D((’*bz‘))*l) Qz(e) - ]:[1(6 ) Qz(a) (231)
luego
L =P [T Qi(0)e P21 b (2.32)
i=1

Si consideramos 6 = Y7 u;, la igualdad anterior nos muestra que es un estadistico

suficiente para 6 ya que:
L =P ] Qi(b)e Pxi b (2.33)
i=1
con h(6,8) = eDeal_[?:l Qi(0) v k(u1,ug, ... uy,) = e P27 biws

Adema3s de ser la puntuacién total un estadistico suficiente, el modelo de Rasch posee
la propiedad llamada de objetividad especifica. Esta propiedad nos dice que si aplicamos
n items que se ajustan al modelo de Rasch sobre subpoblaciones que tienen rasgos 6
y 02, entonces para todo item i, si comparamos las razones de probabilidades en las

subpoblaciones, ésta serd igual a la diferencia de los valores de los rasgos, es decir:

Pi(61)
Qi(01)

P;(69)
Qi(02)

[In( ) = In( )]/D = 61— 0, (2.34)

Esto debido a que

Pi(91)) — In( [1+ exp(=Da(f1 — b)) "
Qi(01) 1 —[1+ exp(—Da(6h —b;))]~*

e igualmente para 6. La propiedad es objetiva pues la relaciéon no depende del item

In(

) =D(01 —b;) (2.35)

i utilizado y es especifica pues depende de los n {tems que estiman el rasgo. Cualquier
modelo de un pardmetro para datos dicotémicos tiene esta propiedad. De los modelos
logisticos sélo el modelo de Rasch tiene la propiedad de objetividad especifica y ademéds
de poseer un estadistico suficiente para la aptitud; esto permite que se mantengan las
propiedades de la escala de intervalo para examinados e items.

Los modelos de Rasch en items de respuesta multiple, en general, no ajustan correc-
tamente, aunque hay desarrollos que tratan de sobreponerse a este problema.

Sigamos con el enfoque de Rasch de su modelo y cémo dedujo las probabilidades
utilizando matemaética combinatoria.

Tenemos que

MG\,
G™ _ (nyen)™is

P(ugj|n;, 6i) = I T e
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luego dada la independencia local, la probabilidad de un patrén dado seré:

Py ) - e _ a5 T
1 e W) = T ey T T, (0 + mer)

Si queremos calcular la probabilidad de obtener una puntuacién de r se debe observar

(2.36)

que esta puntuacién se puede obtener de (:f) maneras, luego

™ n Uig
" Z{(uij):u_j:'r'} |

Plug=rin;) = T, (T er)
Tenemos que:
q; = (e1€2...€,) + (€2€3...6041) + ... + (€n—r€2...€p)
{(uij)u j=r}i=1
Como . o
- 77] {(uij)u j=r} 1li=1 € N
Plu; = rlny) = g ~1
;*0 ’ ! ;0 [T (1 +nje)
entonces

> > 147 = H(1 +1;€i)

r=0 {(ug)u =rpi=1
Si calculamos la probabilidad de un determinado patrén de respuestas dado que la

puntuacion total es r se tiene que:

n; T 16:“
P((U )|’LL R 7,) _ P((U’l]”n]) _ Hjl 1(1+n;€:) (2 37)
R P(u.j = 7"%’) nj Z{(u”)u j=r} | R '

1_[" 1(1+77j €i)

[y e
P((uij)luy =r) = S 1}1H 5 (2.38)
Ui )i, j=T i=1%

Lo primero que se observa es que en esta probabilidad condicional no aparece el
parametro de habilidad, o sea, dado un puntaje la probabilidad de un determinado patrdn,
solo depende de los parametros de los items. Esto también nos conduce al hecho de que
una vez obtenido u_; toda otra informacién de cémo se obtuvo el puntaje es innecesaria
para estimar la habilidad, o sea u ; es un estadistico suficiente. Para los n sujetos en los

n items tenemos que:

N n N n ‘€;)Wid
m%wmm—ﬂﬂpwmq_gﬁﬁfﬁ;) (2.30)
j=li=1 j=11li=1 €
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queda entonces

N U, j n Ug, N T4 n Si
Hj:l U i=1% Hj 177 =1 &

P((u; ji)\€i)) = -
() e) = Fa i (s = Y s

(2.40)

Sear=ry+..+ryys=8 +..+ S,y sean los conjuntos
A = {matrices[u;] : (u;.) = (si); (u;) = (r;)}

Aj = {matricesfuij] : (u;) = (r;)}

A; = {matrices[u;;] : (vi.) = (s:)}

Tenemos que #A es el numero de formas de obtener este tipo de puntuaciones. A
partir de esto:

N o ;
Hj:l 77;7 [T €
N

Hj:l H?:1(1 +nje;)

P((uy = r;)(ui. = si)|(eta;) (&) = #A (2.41)

luego

P(fugll(u = rj)(ui. = si)) = #1A

Esto muestra que r; es un estadistico suficiente para n; y s; para ¢; ya que la probabili-

(2.42)

dad condicional es independiente de todos los parametros. Operando Rasch se llega a que:

#ATTZ 0} HNln“'
P((ujy = rj)|(us. j =11 J J 2.43
(( I( si) (1)) = S #ATL ZA e (2.43)
P((U; = 81)‘(u3 = Tj)(Gi)) = #A HZ 1 1 = Hi:l 6;” (244)

Zsi #A Hi:l eta? a Zi, HzT'L:l eta;j

Esto muestra la separacién de pardmetros dado que la primera ecuacién no involucra

los parametros de los items y la segunda los parametros de habilidad. La importancia

50 Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 51 — #67

de este hallazgo radica en que se puede utilizar este resultado para la estimacion de los
parametros.

2.11. Funcién de informacion

Birnbaum (1968) define la funcién de informacién para una puntuacién X como la
razén entre el cuadrado de la pendiente de la regresién de X0 y el error estdndar de
medida de X para un 6 dado:

op
(75)”

2
el

106, X) = (2.45)

y cuando esa puntuacion corresponde a la de un item i esta funcién se puede expresar

como

Ok
L0 = 5 000

Esto tiene conexién con la estimacion por méaxima verosimilitud de la habilidad y

(2.46)

con la distribucién muestral. Cuando Birnbaum (1968) desarroll6 su trabajo original, el
medio de obtener el estimador por maxima verosimilitud de la habilidad, no habia sido

desarrollado totalmente. Cramer demostré bajo condiciones generales que los estimadores

s . . iy 2
méximo verosimiles, por ejemplo 8, alcanzan la cota de Cramer-Rao —F(2 OIQ%L ) donde

L es la verosimilitud, son insesgados E(6) = 6 y tienen distribucién asintética normal
con varianza el inverso de dicha cota, o sea, el inverso de la informacién de Fisher.

Concretamente: asintéticamente,

—~ 1 1
O~ NO. 1) = N~ Fzmy)

(2.47)

Analicemos la informacion de Fisher en nuestro caso. Supongamos que un individuo
responde a un test de n items y sus respuestas son puntuadas O si falla o 1 si acierta.
Ademés, supongamos conocidos los pardmetros del item. Notemos por u;; a la variable
dicotémica que representa la respuesta del sujeto j al item i.

Sea para el individuo j el vector de respuestas condicionado a su nivel de rasgo U; =
(w1, u2j, ..., un;|0;). Bajo el principio de independencia local las u;; son independientes,
a partir de esto la verosimilitud queda:

)

- Ui j lfuij
P(Uj|94i) = HPij i (2.48)
i=1

donde Pij = Pz(GJ)
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Tomando logaritmo:

InL = lnP(ij]) = Z['LL” In Pij + (]. - uij) In Q”} (249)
i=1

en la dltima expresién omitimos 6; en P y Q para simplificar la notacién. Ahora,

JdlnL - 6111Pij 8IHQZ’]‘ - P’L/_] ;j

L, PlP;—P? "Qij — QP

S = iy T (1) S (2.51)
(99j i=1 PZJ QU

tomando esperanza:
PnL, (N PLPy;—Pp 1Qi = Q)
B(~pgr) = D [P—T—gg—L + (1~ py) $u8 Z 95y
J i=1 ij ij

- P'L/J,PZ] — ]DZ‘IJ2 QU lj - PZIJIRJQW QZJ + Q ng i Q 2P1] .
> + =3 _
i=1 Py Qij =1 P;i;Qij

2. _ PI2pD. .
_PijQZJ PijPZJ _

Zn: PliP;;Qij — PQij + (—P})QiPij — (—P};)*P; = 2": B
i—1 PiiQij =1 P
n 2 - 7
—P(1 - Py) — PP _ Z Py
2 B]QU ~ Pi;jQi;

luego

@

a2L - P’2(9J
Blow) = 2 50,)0:(6,) (2.52)

1=

1(0;) =

—

que es la informacién del test y se descompone en la suma de las contribuciones de
cada item, por lo cual se define la informacién del item como:

I;(6;) = 17 (2.53)
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Luego por lo anterior sabemos que asintoticamente

~ 1 1

I 0 n Pilz(gj)
(0) 2=l P0G 0)

) (2.54)

esto nos permite a un nivel dado ; establecer intervalos de confianza para 6; para un
nivel o mediante 6 & zaﬁ donde z, se determina a partir de la distribucién normal.

Nos interesa ver como queda la funcién de informacién para cada uno de los modelos.

En todos los casos consideramos D=1

Modelo normal:

aZ(0—b;)?
PO = iL
10) =0
Y n 2(0—b;)?
1(0) = G?L
0) =2 w00
Modelo de un parametro:
Pi(0) = P;(0)Qi(0)
y n
1(6) = > Pi(0)Qi(6)
i=1
Modelo de dos parametros:
P/(0) = a;iPi(0)Qi(0)
y n
1(0) = a7 P(0)Qi(9)
i=1
Modelo de tres parametros:
1:)1/(9) _ al[Pl(e) - Cz]Qz(a)
1-— C;
y

Pasemos ahora a comentar algunos hechos interesantes de la funcién de informacion
de los items. Ya vimos que la suma de las funciones de informacién de los items da la

funcién de informacién del test. Esta propiedad nos permite, por lo tanto, si se tuvieran
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suficientes items, llegar a la funcién de informacién del test que deseamos, adicionando
items convenientes al test. Actualmente, la funcién de informacién de los items es de
las herramientas més utilizadas por quienes construyen tests, permitiéndoles mediante la
combinacién de los items obtener tests ajustados a sus necesidades. La funcién de infor-
macién del item es un poderoso instrumento para el anélisis de los items, no solamente
por la cantidad de informaciéon que el item aporta a la medida de 6, sino también a
qué nivel de 0 aporta dicha informacién. También la funcién de informacién de los items
se utiliza mucho en los tests adaptativos computarizados.

El valor de rasgo que aporta maxima informacién para un item dado es para el modelo
de uno y dos parametros 6 = b;, con informacién en ese punto igual a 0,25 en el modelo
de un pardmetro, y 0,25a7 en el de dos.

Para el modelo de tres pardmetros 6 = b; + - In [ t8e Vé'"scf]

es grreyell — 20¢; — 8¢ + (1+8c)¥/2).

Una manera de medir la eficacia de dos tests para un valor dado de 6 es mediante su

y la informacion maxima

eficiencia relativa definida como el cociente de sus funciones de informacion:
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2.12. Estimacion

Una vez definido el modelo a utilizar deben estimarse sus parametros lo que usualmen-
te se denomina calibracién del item. Otro problema es estimar los rasgos o habilidades de
los sujetos. Hay varios procedimientos para llevar a cabo la estimacion de los items, como
ser los procedimentos basados en maxima verosimilitud y métodos bayesianos. También
se pueden estimar los pardmetros de los items suponiendo conocida la habilidad, o estimar
la habilidad suponiendo conocidos los pardmetros de los items. Asimismo se puede esti-
mar al mismo tiempo los parametros de los items y el rasgo. La importancia de encontrar
procedimientos que provean de estimadores que tengan buenas propiedades estadisticas
es clara; pero ademas que sean eficientes computacionalmente ya que si estimamos los
parametros de n items y el rasgo de N sujetos, si utilizamos un modelo de tres pardame-
tros, habria 3n+N pardmetros a estimar (aunque en realidad luego de fijar la escala se
tendran que estimar 3n+N-2 pardmetros) lo cual para valores grandes de N y n puede
ser muy costoso desde el punto de vista computacional. A su vez, para tener una buena
estimacién se necesita que el tamano de la muestra sea grande, lo cual todavia acentia
el problema anterior.

Primeramente veamos un proceso para hallar raices de funciones que nos sera de

utilidad durante el proceso de estimacion.
2.12.1.  Método de Newton Raphson

Este es un algoritmo genérico para hallar raices de funciones. Nosotros lo veremos en
el contexto de nuestro problema, por esto nos remitimos a hallar raices de gradientes.

En lo que viene tendremos que obtener en varias oportunidades el maximo de una fun-
cién escalar de varias variables H(z1, .., ). Para ello, primeramente, deberemos obtener
los puntos estacionarios, o sea los puntos donde se anula el gradiente.

Nuestro problema se reduce entonces a encontrar los puntos donde

(aH(xl,...,xk) 5‘H(x1,...,xk))
e e D

En reiteradas ocasiones el sistema anterior no se puede resolver explicitamente. Vere-

=(0,....,0) (2.55)

mos un método que nos permite aproximarnos a la solucion.
Recordemos primero el desarrollo de Taylor de primer orden para campos vectoriales.
Sea f: S — R™ con S C R™ entonces

fla+v) = f(a)+ Df(a)v + ||v]|E(a,v) (2.56)

donde E(a,v) — 0si v — 0 con

Difi(a)  Dafi(a) ... Dnfi(a)
Df(a) = . (2.57)

Difm(a) Dafm(a) ... Dnfm(a)
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Como en nuestro caso particular trabajaremos con 3, 2 o 1 variable, o podremos re-
ducirlo a este caso mediante algunos supuestos, desarrollaremos la solucién para el caso
de 2 variables, pues ya es un caso multivariado y es lo suficientemente simple para desa-
rrollarlo sin complicaciones de notacién. Tomar este caso no tiene pérdida de generalidad

y puede extenderse el resultado de manera natural a cualquier dimensién.

Consideremos entonces ahora la funcién definida por: f : R?2 — R2 que lleva:

OH 8H)

(xay) — (%7 aiy

Consideremos dos puntos del plano (zy,y:) v (441, yr+1) tales que:

(41, ye41) = (@0, y0) + (Azy, Ayy) (2.58)

Aplicando el desarrollo anterior a esta funcién obtenemos:

o0H o0H ’H  O°H A

oz _ ox + Ox2 Ox0y Tt +
oH - AL 8*H  9°H A

6y t+1 By t 8y61 6y2 t yt

+[(Aze, Ay ) | E((zt, ye), (Aze, Ay))

Despreciando los términos de mayor orden; utilizando que

OH 0L

obtenemos el sistema de ecuaciones:

2 2
(%) v = [T oy At + (550 00w Ave

(2.59)
2 2
*[%](xmyt) = [gTﬂ(xt,yt)Ayt + [%](%m)Amt
0 sea:
AL 8L 9%*H
T _ | & ooy Az, (2.60)
oL o’L  o°H A '
9y (It,yt) 9y? dydx (rt,yt) b
de donde
9L o?H \ ! oL
Ary \ [ 57  dzoy oz (2.61)
A = 9°L  9*H oL ’
Yt % iz / (zyy) \ U/ ()

56 Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 57 — #73

Asi, esto nos permite definir un proceso iterativo para hallar los puntos estacionarios
de la funcién H. Dado un punto de inicio (z7,%1) definimos en forma recurrente los su-

cesivos puntos que aproximan la solucién por

(@41, ye41) = (@0, y0) + (Axy, Ayy) (2.62)

9L  82H \ '/ aL
x _ z _ Ox2 Ozdy Oz (2 63)
- o’L  9’H oL :
Y ) L oy*>  oyox /¢ 9y /¢

el algoritmo continda hasta que |(#ty1, Y1) — (21, yt)| < € con € un valor pequeno
prefijado.

A modo de generalizacion es trivial darse cuenta que si la funcion H depende de n
variables z;, ¢ = 1, ...n para hallar los ceros del gradiente el algortitmo queda
-1
T T Hyp ... Hip H,y
o B e R : (2.64)

n 41 n ¢ nl nn t n ¢

9*H

2.12.2.  Estimacién por méaxima verosimilitud

Supongamos que tenemos una funcién de densidad p(x|©) determinada por un conjun-
to de pardmetros ©. Tenemos una muestra aleatoria simple de tamafio n de observaciones
con esta distribucién, sea X = {z1,...,2,}. Como son independientes la densidad con-

junta de esta muestra es:

n

p(X|0) = [[ p(x:l®) = L(©]X) (2.65)

i=1
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La funcién L se llama verosimilitud de los pardametros dado los datos. El método de
maxima verosimilitud propone estimar los parametros maximizando la funcién de vero-

similitud, o sea los estimadores son:

0" = argmazre L(©]X) (2.66)

En general, en vez de maximizar L. se maximiza In L pues es mas sencillo. Los esti-
madores maximo verosimiles son de los mas usados en estadistica debido a sus buenas

propiedades formales. Estos estimadores:

a) son insesgados o asintéticamente insesgados y consistentes;

b) son estadisticos suficientes o funcién de ellos;

¢) son eficientes;

d) son asintéticamente normales y alcanzan la cota de Cramer-Rao.

Concretamente su distribucion en muestras grandes se puede enunciar como: Los es-
timadores maximo-verosimiles 01,05...,0; de los pardmetros de una distribucién dada por
f(z,01,02...,0;) para muestras de tamafio n, tienen, para muestras grandes, una distri-
bucién que se aproxima a la normal multivariante de medias 61,605, ...,0; y matriz nR

‘s . _ 92 . ; g
en la forma cuadratica en donde: r;; = _E[W In f(z,01,05...,0;)]. Las varianzas y

covarianzas de los estimadores son (1/n)R™*.

Esta propiedad se relaciona con la informacién de Fisher. Asintéticamente,

2.12.3.  Algoritmo EM
Este algoritmo fue propuesto por primera vez por Dempster, Laird y Rubin (1977) y

es un algoritmo iterativo para obtener estimadores de méxima verosimilitud cuando las
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observaciones pueden ser vistas como datos incompletos o hay valores perdidos. Hay dos
aplicaciones principales de este algoritmo: una es cuando hay valores missing debido a
problemas o limitaciones en el proceso de observacion. El segundo caso es cuando optimi-
zar la verosimilitud es analiticamente intratable pero puede ser simplificada asumiendo
la existencia y valores de parametros no observados u ocultos. El algoritmo se llama EM
porque se compone de un paso donde se toman esperanzas seguido por un paso de maxi-
mizacién. Supongamos que los datos observados X son generados por alguna distribucién,
llamaremos X a los datos incompletos. Supongamos que los datos completos vienen dados
por Z=(X,Y) y tienen densidad conjunta p(z|0©) = p(x,y|0) = p(y|x, O)p(z|O)
Podemos definir una nueva funcién de verosimilitud llamada la verosimilitud para los

datos completos, definida por:

L(6|2) = L(6]X,Y) = p(X,YO)

Esta funcién es una variable aleatoria pues Y es desconocido y aleatorio. Podemos
pensar entonces L(0]|X,Y) = hx o(Y) donde X y © en esta funcién son constantes e YV’
una variable aleatoria.

El algoritmo EM primero encuentra el valor esperado del logaritmo de la verosimili-
tud para los datos completos con respecto a los datos desconocidos Y, dado los valores
observados X y los estimadores de los pardmetros en ese momento. Esto es, se define:
Q(0,001) = E(lnp(X,Y|0)|X,0(~1) donde O~ son los pardmetros actuales usa-
dos para evaluar las esperanzas y © son los nuevos parametros. En la expresién previa X
y ©~1 son constantes, Y es una variable aleatoria que tiene distribucién f(y|X,©¢—1)

y © los pardmetros a estimar. Calculando la esperanza condicional tenemos:

E(lnp(X,Y|0)|X,001) ==/ Inp(X,y0)f(y|X,00)dy (2.67)
ye

donde f(y|X,00~1) es la distribucién marginal de los datos no observados y es de-
pendiente de X y de los pardmetros observados, €2 es el espacio de valores de y. El célculo
de esta esperanza se denomina paso E. Luego, el segundo paso consiste en maximizar
Q(0,00-1) o sea:

0’ = argmazeQ(©,00 1) (2.68)

Una modificacién del algoritmo EM consiste, en vez de maximizar Q, en encontrar
algtin © tal que Q(OF, ©(~1)) > Q(O,0(~D)
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Esta modificacién da origen al algoritmo EM generalizado (GEM). Dumpster et al. (1977)
prueban que en cada iteracion crece el logaritmo de la verosimilitud y que el algoritmo
converge a un maximo local de la verosimilitud. También dan tasas y velocidades de

convergencia.

2.12.4. Revision de los procedimientos

En esta seccién se pretende hacer un recuento de los métodos y circunstancias en
que se aplican. En las secciones siguientes veremos los algoritmos. En general, se aplican
métodos basados en maxima verosimilitud o bayesianos.

Una primera divisién, no de métodos pero si de nuestros objetos a estimar, es si:

1- Se estiman los pardmetros de los items suponiendo conocida la habilidad. Se em-
plean procedimientos por:

a) maxima verosimilitud
b) bayesianos y
¢) minimo 2.

2- Se estima la habilidad suponiendo conocidos los pardmetros de los items. Estima-

cién por:
a) méxima verosimilitud
b) bayesiana

3- Se estiman los pardmetros de los items y la habilidad. Estimacién:

a) conjunta por méxima verosimilitud,
b) por mdxima verosimilitud condicional,
¢) por maxima verosimilitud marginal,
d) bayesiana.

4- Métodos alternativos.

Detallamos aqui métodos alternativos que pretenden dar procedimientos de bajo coste
computacional. Dentro de éstos estd el que utiliza la correlaciéon biserial puntual y la
dificutad del item (este método se verd luego como parte de los algoritmos para encontrar
estimaciones iniciales). También estd el método de Urry para estimar los pardmetros del
modelo 3P. Verhelst y Molenaar (1988) usan regresion logistica con métodos iterativos.

En la estimacion aparecen ciertos detalles a tener en cuenta. El primero tiene que
ver con el problema de la identificacién y es producto de lo que vimos en el trabajo de
TRI de cémo si sumamos una constante a la dificultad de los items y al rasgo, la CCI
permanece invariante. Para resolver este problema veremos que se fijard la media de 6 a
cero y su varianza a 1 (por consiguiente también se transformard la dificultad del {tem).

Se han probado resultados sobre la convergencia de los estimadores:

a) Si los pardmetros de los ftems son conocidos el estimador maximo verosimil 9 de
la habilidad converge a 6 si el nimero de items es suficientemente grande.

b) Si la aptitud es conocida los estimadores méximo verosimiles de los pardmetros de

Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 61 — #77

los items convergen al valor de esos parametros si el nimero de examinados es suficien-
temente grande.

¢) Si se estiman conjuntamente los pardmetros de los items y la habilidad, los pardme-
tros de los {tems son estructurales y los de la habilidad incidentales (pues crece el niimero
de pardmetros al aumentar la muestra). En este caso los estimadores de los pardmetros
de los items no convergen a sus parametros cuando la muestra de examinados se in-
crementa. Sin embargo, se logra consistencia si ademas se hace que el nimero de items
tienda a infinito. Es decir, para la estimacion simultdnea se necesitan grandes muestras
de examinados y de items.

Describiremos ahora diferentes procedimientos y deduciremos los algoritmos, asi como

sus propiedades.

]
£8
3
g | =
a3 | B
o ? $
Sk >
35 3
s ° =
= 8
3
g
% 8
O = &
I g
Sl [ 3
g 8
S & 5]
& 2 &
g |5
ER- e
gl |8
5 3
2
3
3

nultanea
s del

item y la habilidad
Estimacion bayesiana

’ Procedimientos de estumacion ‘

Estimacion bayesiana

y
Modelo de Rasch

Método de maxima
maxima ver

Estimacion de la habilidad

Conjunta
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2.13. Estimacion de los parametros de la curva caracteristica
del item conocida la habilidad
2.13.1. Estimacién del modelo de ojiva normal por maxima verosimilitud

Supongamos que tenemos k grupos, constituido cada uno por f; sujetos que poseen la
habilidad 6;, donde j = 1...k. De cada grupo tenemos que r; responden correctamente y
por lo tanto f; —r; responden incorrectamente. Sea R = (1,72, ..., 7)) el vector de RF de
respuestas correctas y sea p(6,) = p; = ﬁ la proporcién de aciertos y por lo tanto ¢(6;) =
fi=rj

17

q; = la proporcién de errores. Asumlmos que 7; se distribuye binomialmente para
cada §; con pardmetros f; y P;, donde P; es la verdadera probabilidad de responder
correctamente. Asi pues E(r;) = f;P; y V(r;) = f;P;Q;. Podemos entonces calcular la
esperanza de la proporcién de aciertos obteniendo: E(p;) = E(}j )=+ E(’I‘J) P;.

En el modelo de ojiva normal tenemos que:

( | +o0 1 €)1 260
P; = P;((,\,0; :/ e 2 dt :/ e 2dt 2.69
’ ! ! _(cr0,) V2T oo Vor

La funciéon de verosimilitud del vector R es:

k
H PrQYT (2.70)
entonces el logaritmo de la verosimilitud es

k
InL = Zln : __TJ +Z7‘71n —&—; 5 — ;) In(Q;) (2.71)

A los efectos de maximizar el logaritmo de la verosimilitud, encontramos sus puntos

estacionarios; resolvemos:

OlnL OlnlL
InL = = 2.72
vinz = (75, 255 = 0.0 (2.72)
22
Sea p(z) = —t—e~% la funcién de densidad normal. Su derivada es:

Nz

M)

x

1 T, _=22
o (z) = E(—2§)€ 7 = —xp(z)
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Aplicando derivada de la funcién compuesta se tiene que:

OP; 0P O((+M;) 1 _@haep? |
75 B 8(<+JAej) aC NG = ¢(C+ A9;)) (2.73)

oP; oP;  O(C+ M\,
a—; = 8<<+ij) (C;;A s) = (¢ + M;)0, (2.74)

Con lo anterior ahora es facil calcular el gradiente.

oL g~ 10P o 1 0Q;
OlnL ©(¢ + ;) Z ©(C+ M) o(C+ Ab;)
= J =D (fi—rj) = Z[TJ fiFj
% = F; =1 Qj = PiQj
Como r; = f;jp; entonces:
L & (¢ + ;) Fi0(C + X0;)
— fipi — ;P HES (s — Pj) (2.75)
ac ;[ 27 J P Qg Z P Q] J J
Por otro lado,
alnL "L or; . ) 109
Z jP o\ Z Q o\
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= P;Q;
entonces,
8lnL Zk:fJ ejgo(g;—Q);G Q¢+ M60;) (276)
Se obtuvo el sistema
k
E:Ifg (CI;LQ);Q )(Pj - P;)=0
=

Lema 2.13.1. Sea z; el desvio normal correspondiente a p; y Z; el correspondiente al

modelo. Entonces, z; — Z; = (CHI\)‘; )
Demostracién:
2
Sean P; = f z, F _2dtyp] ft? \/%e_%dt

luego al aplicar el teorema del valor medio obtenemos:

Z 1 p
pj_Pj:/ e =z dt = (25 — Z;)e(C + A0;)

O sea,
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Sustituyendo W por z; — Z; en las ecuaciones anteriores obtenemos:
k
ijwj(zj — ZJ) =0
j=1
y
k
ijwj(zj - Zj)gj =0
j=1
;)2
donde w; — P+ A0:)

P;Q;

Es claro ahora que el proceso es ajustar una recta de regresién lineal con pesos. Estas
ecuaciones no pueden ser resueltas directamente para obtener las estimaciones de los
pardmetros. El problema radica en que Z; depende de los valores de ¢ y A.

Para resolver las ecuaciones de verosimilitud comenzaremos utilizando el procedimien-

to de Newton Raphson. Para esto debemos determinar la matriz hessiana. Tenemos:

PmnL fi0(C+ 20))
ocz {Z PO, P;Q; lp; = ]}

Xk:f { PjQy APl [5(¢ 4 2;)(; — P) 252}
=" (P;@;)?
. {PJQ,-[w’(<+Ae,->pj—<go<<+wj>2+P,-so'<<+wj>)]—[¢(<+wj)<p,~—Pj><—go<<+w,-)Pj+so(<+wj)cz,->]}
- Zj:l 1 (P;jQ;)?

{Pan‘[—(C+ M0;)(pj — Pj) — @(C+ AM;)] = [p(C + M) (p; — P)(Q) — Pj)}}

)\9
P(Ct Q)

HM»
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_ Zk: [i0(C+ M) (p; — Py)[—(C 4 M0;) P;Q; — (¢ + M;)( Z f0(C+ X0,)2P;Q,
st (P;@;)? (PiQ;)?
luego

O’Inl _ zk: Fip(C+A05)(p; — Py)

<,0(C+)\6) C+)\9 fi0(C+ A0;)?
—(C+A0;)—
0¢2 P;Q; = i) P; Z P;Q;
Dado que dalj\ = dP] HJ podemos obtener facilmente 81)\“2L a partir de 8201512L.

Pl _ zk: fip(C+ M) (p; — Pj)

(N0 )—
P.0; [—=(C+28;) 2 P.0;

J

L 202
P(C+M05) (¢ 5?9]')}9?_2 Fip(C+26,)°6;
J=1

Anélogamente obtenemos

9?lnL B 9?lnL B
ONOC  OCON

[—(C+A05)—

k
0(C+ 20;)(p; — P
-y

©(C + ) (C+)\0 Fip(C+ A0;)%0;
PQ, +- Z

Pj PQ]

Para simplificar nuestro problema utilizaremos el método de Fisher que consiste en
reemplazar la matriz hessiana por su esperanza. Asi tenemos que, si tomamos esperanza

como E(p;) = P;, el primer término de cada ecuacién se anula y nos queda:

921 L F0(C+ 20;)?
E( 84112 Z ](pPQ7 Zf]wj
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Bl :_ZPJ—Q ZwaJ 0;

0?InL B 821nL Tip(C+ Aj)?
ECoac) = e Z “ha, —Zfﬂ%

Asi tenemos que resolver el sistema,

Zf] wj C—&—A; _AthwaJ +A)‘t2fjw]

Jj=1

ij Wy <+>\9))9 7ACth]wJ9 +A>\t2fjwj

Jj=1

o sea,
¢ ¢ ! k (p,=P;)

( ¢ ) = ( ¢ ) +< Eklefjwj 2177::1 J5wi0 > ( ZJ 1fﬁwﬂ(so](g¢+w) )
A i A Yje1 fwiby Xjoy fiws6] Z] 1faww(<+xa 0

(2.7

El método de Fisher, en general, converge mas rapidamente que Newton Raphson.

Kale (1962) mostr6 que los valores iniciales deben estar en un entorno de los pardme-
tros y deben estar basados en estimadores consistentes para que el proceso iterativo
converja.

Hay varios esquemas para elegir los valores iniciales, uno es el que utiliza las ecuaciones

pPoU; = \/ﬁ donde pgy, es el coeficiente de correlacién biserial entre 6 y la variable

de respuesta U y la dificultad del item:

P=_——
Y Ver /51.
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donde §; = Bipov, = Bi ;’ia;, y de éstas se pueden obtener a; y 5;

Bajo el modelo de dos pardametros los valores de tendencia e interceptor 1y 0 muchas
veces funcionan adecuadamente.

El procedimiento puede resumirse asi:
1- Se comienza con estimaciones primarias de ({1, A\1).

2- Si en el tiempo t tenemos (Et, Xt) a partir de estos calculamos Zt + //\\,ﬁj para todos
los niveles de habilidad.
B e R Ty @
3- Se calcula P; = f_(m) \/%e Tdt con Q; =1—Pj, p(( + N§;) = \/%e 7
_ ey

v P;Q;

4- Se calcula (Et+173\\t+1) mediante

k k -1 k (pj—P;)
>+< ij:1fjwj Z%—lfjwj0j> ( Zj:lfj%fé;aén )
L\ o fiwis 5 fwitd ] iyt ),
(2.78)

k (p;—
Y Fiwi ity

/N
>) Iy
SN——
¥
Il
VR
>y

5- Este proceso se continda hasta que |A2t| y |Axt| son arbitrariamente chicos.

Sy

6- A partir de las estimaciones de Z y X obtenemos @ = A y B =—

Berkson (1955) hall6 las varianzas asintéticas de los estimadores:

1

2 _ _ 2
83\\ = & — 5 S5
> i fiwi (0 —6;)

donde
E
7— Ej:l fiw;b;
- k
Zj:l fiw;
1 =2
s%2 = +6 52
¢ Z§=1 fiw; A
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VA
W)
Il
[\v}
L—
+
W0
o)
—~~
|
|
N~—
[\v]
| I

k
j=1 fiw;

Un test de bondad de ajuste obtenido por Garwood (1941) es

k P2
:Z ‘7>

©(C+ A6;)?
que tiene distribucion asintética chi cuadrado con k-2 grados de libertad

2.13.2.  Estimacion del modelo logistico de dos parametros

por maxima verosimilitud

En este modelo P; = P(a,b,6;) = H*‘}w

Si ponemos ( = —ab y A = a entonces
=P((,\0;) = L
= P(C, aJ)_m
y
Qj=1-"r;

Se prueba facilmente que:

OP;

¢ = PiQ;,
G5 = Qs
S8 =P,
Gx = —PQ,0;

En el mismo contexto que el modelo de ojiva normal la verosimilitud es

L= H] 1r7'(f77'r’ Qf7 "

Tomando logaritmo:
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k k
InL = Z;ln(rj!(ffii ) >y n(Py) + 3 (f; — ;) In(Qy)

A los efectos de maximizar el logaritmo de la verosimilitud, encontramos sus puntos

estacionarios, resolvemos:

OL 0L

VL = (aic’ 5) = (070)

Aplicaremos, como en el modelo de ojiva normal, el método de Newton Raphson.
Haciendo algunos cédlculos obtendremos:

oL
" S fi(ps — Py) (2.79)
oL
o S5 fi(ps — Py)o; (2.80)
y
0%L 0%L

Finalmente, obtenemos:

= = -1 k =P
( < ) - ( < ) i ( Z}}l fiw; ZZ:l fiw;0; > ( Xk:j:l fng (gjgj)' )
A A, Yo fiwibs Y fwit )\ X fiwi g0 ),

(2.84)
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Maxwell (1959) obtuvo las varianzas asintGticas de los estimadores que coinciden en
su forma con las del modelo de ojiva normal.

1
2 2
557 =53

donde

Wy

Un test de bondad de ajuste también coincide con el del modelo de ojiva normal,
obtenido por Garwood:

que tiene distribucion asintética chi cuadrado con k-2 grados de libertad.

A continuacidén se presenta una funcién para la estimacién del modelo logistico de dos
pardmetros.

itempar.mv.2P< —function(th,rf;maxit,imptodo=1){

# programa para estimar por maxima verosimilitud
# los parametros del modelo logistico de 2 pardmetros
# conocida la habilidad

# th vector de habilidades theta

# r vector de repuestas correctas

# f vector de frecuencias

# La funcién retorna el valr de Zeta, lambda, dificultad, chi2 y los grados de libertad

esti< —¢(0,0,0,0,0)

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 71



72

“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 72 — #88

# valores iniciales de los pardmetros Z— >zeta
# LAM— > lambda, GL— > grados de libertad

Z< —0 LAM< —1 GL< —length(th)-2

for(n in I:maxit){

if(imptodo == 0){ ti< —paste(«iteracion»,n)
print(ti)}

AUX1< -0

AUX2< -0

CHI2< -0

AUX3< -0

AUX4< -0

AUX5< -0

#loop para theta

for(k in 1:length(th)){

if(f[k]==0){next}

PROP< —r[k|/f[k]

P< —1/(1+exp(-Z-LAM*th[K]))

if(P*(1-P);.0000009)next

if(imptodo == 0)

print(paste(” Theta” th[k],” PROPORCION=",PROP,”P gorro=",P,”PESO="P*(1-

P))) }

AUX1< —AUX1+[k]*P*(1-P)

AUX2< —AUX2+£[k]*(PROP-P)

AUX3< —AUX3-+[k]*P*(1-P)*th[K]

AUX4< ~AUX4+[K]*th[k]*(PROP-P)

AUX5< —AUX5-+[K]*P*(1-P)*th[k]2

CHI2< —CHI2+{[k]*(PROP-P)2/(P*(1-P))

if(imptodo == 0){

print (paste(.AUX1=",AUX1, AUX2=", AUX2, AUX3=",AUX3,.AUX4=",
AUX4,.AUX5=",AUX5,CHI2=",CHI2))}

}

if(AUX1<=0){print(.E*ROR fuera de limites iteracion”)
return(0)}

DET< —AUXI1*AUX5-AUX3*AUX3

if(imptodo == 0){

print(DM) }

if(DET<=.000099){return(esti)}
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DELTAZ< —(AUX2*AUX5-AUX4*AUX3)/DET

DELTALAM< —(AUX1*AUX4-AUX3*AUX2)/DET

7< —Z+DELTAZ

LAM< —LAM+DELTALAM

B< —-Z/LAM

esti< —c(Z,LAM,B,CHI2,GL)

if(imptodo == 0){

print(paste(iteracion” ,n, ”zeta=",7Z,cambio z=" DELTAZ,”lamda=",LAM,cambio 1=" , DELTALAM))
print(paste(” dificultad=",B,CHI2=",CHI2,” GL=",GL)) }

if(abs(Z)>30 — abs(LAM)>20){print(.**ROR fuera de limites iteracion”)
return(0)}

if(abs(DELTAZ)<=.05 & abs(DELTALAM)<=.05){return(esti)}

}
}

2.13.3.  Estimacién del modelo logistico de tres parametros
por maxima verosimilitud

El modelo logistico de tres parametros toma la forma:

1

PJ:C‘F(].*C)W

Igual que en los casos anteriores la verosimilitud es:

k
/5! vy fir
L= —F5—PF’'Q/ "’ 2.85
jl;[l?"j!(fj—%)! i (2.85)
Tomando logaritmo:
k f" k k
InlL = ZIH(W) +3 i n(P) + Y (f; — ) In(Q;) (2.86)
e O j=1

Nuevamente hallamos los puntos estacionarios.

Resolvemos VL = (2%, 9L 9Ly — (0,0,0).
Aplicaremos el método de Newton Raphson - Fisher.
OP; _ (0;-b)Q;(P;—c) aP; _ —aQ,(Pj—c)

Se tiene: 2t T S = T

Operando se obtiene:
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k

alnL 1
; —-b 2.87
Zfﬂ )(1 + e—a(ej—b))Pj ( )
8lnL 1
= — 2.88
aZf] 1+e a6,-) p, (2.88)
k
8lnL 1 1
— 2.89
Zf] Pj—c(1+e-a0;-b))p; (2:89)
02 lnL 1 0
B(— 5 ij PR ) p,) (2.90)
0? lnL 1
E = —a’ P 2 2.91
( 8b2 Zf] Q] (1 + efa(gj,b))Pj] ( )
82 lnL 1
2.92
oc? Zf]lfcpfc(l—ke a(0;=0)) P; (2:92)
E(GQIHL)ﬁXk: fi(0; = b)P;Q;] ! )? (2.93)
dadb '~ jzla i\ I e=al0,-0) P :
PGP P ./ R S— (29)
dadc ’ = I 1—c' (1+eali=b)p; '
0? lnL 1
E( 2.95
3b80 Z fj 1-— 1+ e—alf; *b))P]] (2.95)
El proceso iterativo se regula por las ecuaciones:
-~ ~ 2 n 2 n 2 n -1 n
7 B\ [ BEm) BEbE) e\ o
b =1 0] - E(aazalgbL) E(agllsz) E(agblch) Ziarii
o) \e), \ B Bsr) Bty ), \ 2bt )

Damos a continuacién un programa de R para la estimacion de este modelo.

itempar.mv.3P< —function(th,rk,fk,maxit,imptodo=0)

# programa para estimar por maxima verosimilitud
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# los parametros del modelo logistico de 3 parametros
A< -1

B< -0

C< —-0.5

PAR< —c(A,B,C)

for(n in l:maxit){

Li< -0

L2< -0

L3< -0

L11< -0

L12< -0

L13< -0

L23< -0

L22< -0

L33< -0

for(k in 1:length(th))

PA< —1/(1+exp(-A*(th[k]-B)))

PK< —C+(1-C)*PA

PI< —rk[k]/tk[K]

WK< —PA*(1-PA)/(PK*(1-PK))

if(PK==1){next}

if(WK<.0000009){next}

L1< —L1+tk[k]*(PI-PK)*(th[k]-B)*PA /PK

L2< —L2-A*tk[k]*(PI-PK)*(1-C)*WK

L3< —L3+1k[k]*(PI-PK)*(1/(PK-C))*(PA/PK)

L11< —L11-fk[k]*((th[k]-B)2)*PK*(1-PK)* ((PA/PK)Q)
L22< —L22-A2*fk[k]*PK*(1-PK)*((PA/PK)2)

L33< —L33+tk[k]*((1-PK)/((1-C)*(PK-C)))*(PA/PK)
L12< —L12+A*fk[k]*(th[k]-B)*PK*(1-PK)*((PA/PK)2)
L13< —L13-tk[k]*(th[k]-B)*(1-PK)*(1/(1-C))*(PA/PK)
L23< —L23+A*k[k]*(1-PK)*(1/(1-C))*(PA/PK)

}

MT< —rbind(c(L11,L12,1.13),¢(L12,1.22,1.23),¢(L.13,1.23,1.33))
VL< —c(L1,L2,L3)

IMT< —solve(MT)

CAMBIO< —IMT %* %VL

PAR< —PAR+CAMBIO

A< —PAR]]]

B< —PAR[2]

C< —PAR[3]
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print(A)

print(B)

print(C)

if(imptodo == 0){

print(IMT)

print(VL)

print(paste(CAMBIO=",CAMBIO,” PAR="PAR)) }
if(abs(PAR[1])>20 — abs(PAR][2])>30 —abs(PAR|[3])>1)
{print(.®RROR fuera de limites iteracion”)

return(0)}

if(abs(CAMBIO[1])<=.05 & abs(CAMBIO[2])<=.05 & abs(CAMBIO[3])<=.05)
{return(PAR)}

}

}

2.13.4. Estimacién por minimo y?

Este procedimiento fue propuesto por Berkson en 1955. Recordemos el estadistico x?
de Pearson para tablas de contingencia.

k
» <~ (OBS; — ESP;)?
=2 ESP;

(2.96)
j=1
donde OBS indica los valores observados y ESP los valores esperados. Observamos la
tabla de contingencia kx2 considerando los k niveles de habilidad y las dos posibilidades
de respuestas (correcto o incorrecto). Para cada nivel 6; tenemos que la celda correspon-
diente a correcto contendra el valor r; y la celda correspondiente a incorrecto el valor
fi—rj.
El valor esperado de respuestas correctas e incorrectas para el nivel j es f; P; y f;Q;
respectivamente. Luego

k
v=3 (rj = fiB3)? (s = m5) = £5Q5)” (2.97)
= b fiQi
Como r; = f;p; y si definimos ¢; = fJf%TJ entonces nos queda:

k k
v=3 ipi = 1i05) | (545 = 1i9Q) _ )9 fi (p; — P,)? (2.98)

[iPj [iQ;

j=1 j=1""7

Si queremos optimizar el ajuste lo que hacemos es minimizar el x? considerado como

funcién de los pardmetros.
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Derivando respecto a ( y A e igualando a 0 obtenemos:

k
]q] + Qjp;
E —P)=0
: PQ] (p] ])

ij ]q;j_Q?ij (pj - Pj)ej =0

P y Q son funciones de los pardmetros y no son lineales en ellos, asi que para resolver
estas ecuaciones se utiliza nuevamente, como en los casos anteriores, un procedimiento

iterativo. No abundamos maés en este procedimiento.

2.14.  Estimacién de la habilidad cuando
se conocen los parametros de los items

2.14.1.  Estimacién de la habilidad por maxima verosimilitud

Supongamos que un individuo responde a un test de n items y sus respuestas son
puntuadas 0 si falla o 1 si acierta. Ademds, supongamos conocidos los pardmetros del
ftem. Notemos por u;; a la variable dicotémica que representa la respuesta del sujeto
j al item i. Sea para el individuo j el vector de respuestas condicionado a su nivel de
rasgo U; = (u1j,u2j, ..., Un;|0;). Bajo el principio de independencia local las w;; son
independientes. A partir de esto la verosimilitud queda:

=[Py (2.99)
i=1
donde Pij = PZ(QJ)
Tomando logaritmo:
InL =In P(U;0;) =Y [ui; In Pij + (1 — ui;) In Qi (2.100)
i=1

Para estimar 6; maximizamos L. Derivamos respecto a §; e igualamos a 0 obteniendo:

oL _ - 1 0P” 1 862”
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Aplicamos nuevamente el procedimiento de Newton Raphson, que en este caso es

unidimensional y como vimos en la primera parte:

0?L._, 0L

Oilers = 1031 — 107 g ) (2.102)

Veremos los modelos de ojiva normal y de dos y tres parametros
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2.14.2. Modelo de ojiva normal

Es inmediato ver que:

893' = )‘z‘p(g + )‘Zej)
y
Qi
agj - )‘]QO(Cl + )‘19])
Asi queda entonces:
olnL & 1 1
6, ;[UU P, Aje(G 4+ i) + (1 Uij)QTj(—)\j@(Ci + Ai0)))]
81nL - Ui — Pys
Aj ® Cz + N0, )M
0 ; ’ PijQij
Ahora:
9*InL 031 NG+ Nib)) e
502 a0,
" X20(G+ Aiby)
Z PO, [(uij — Pij)(—(G + Aibj)—
oG + Nib)) N oG + )\7193')) oG+ A0)] =
P Qij R
"L N3o(Gi + Aiby) P(G + Aiby) | p(Gi + Aiby) i
Z jPiT[(Uij_Hj)(_(Ci+)\i0j)_ P, +£ Qs Z
i=1 i=1
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Tomando esperanzas:

9?InL _ i AZo(Ci + Nib;)?

E( (2.104)
8032 p P;;Qij
Finalmente,
n n (Cz + )\ 0 PZ
[0]e+1 = [6;]¢ + [Z —Q Zx\jgo (Gi + Nib; ) Q — 4, (2.105)
i=1 l] ) ij

Como ya sabemos, los estimadores maximo verosimiles bajo hipdtesis generales al-

canzan la cota de Cramer-Rao y la varianza asintética es:

) 1 1 1

- — =
—E(‘Z,ZQ) > )‘g Wy Z?:l a?wij

0
2.14.3. Modelo logistico de dos parametros

<l

Tenemos:
OP;;
c%?jj = NP Qi
y 50
luego
olnL <& 1 -
90, Z[“Up AibiQij + (1 “w)Q (=AjPijQij)] = Z/\j(uij — P;;) (2.106)
J i=1 i i=1
Ahora:
d*L 821 1 A (uij — Pij) 2p
907 = o6, Z)\ Qi (2.107)
de donde
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011 = 0] + ZAQ iQisli D N (i — Pyl
=1

La varianza asintética es:

1 1 1
2 _
0 —B(%E) XL APQy X, aiPiQi

2.14.4.  Modelo logistico de tres parametros

En este caso:
BPZ-j _ )\Pz] — C;

86j J 1-— C; Qij

Operando:
OlnL " 1 Pij — C; R] C;
— N0 1 — ws . —
aej ;[uu Pij >\1sz 1—¢ + ( ULJ)Q” ( Ai Q’L] 1—¢ )}
Z/\ u” — Pi;)(Pij — c;)
Cz)Pij
y
82InL _ zn: )\Z[Qij(Pij — Ci) Ui C; — P’LQJ]
8932- p (1 =¢)? Pfj

luego,

621nL - 21
002 Z AQQ” - i) ]

el proceso iterativo queda:

[é\j]m—l a e + Z )\QQZ] ((1_ Z)\ u’L] P;; (Pijl* Ci)}t
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y la varianza asintdtica:

1 1 1

92InLy Pi;—c;) - n Pij—c;)?
—E(EE) S N[ s A T, a3Qy (s

o

el
<

Veamos un programa para la estimacién de la habilidad.

esttheta.mv< —function(ULJ,CPT,A,C nitem,bigt,maxit,npara,imptodo){
#programa para estimar por maxima verosimilitud

if(npara==1){

for (i in 1:length(ULT)){A[i]< —1.0

}

theta< —0

for(nit in 1: maxit){

sumnum< —0

sumdem< —0

for(i in 1:nitem){

DEV< —CPT[i]+Ali|*theta

PHAT< —1/(1+exp(-DEV))
if(npara;j3){

WIJ< —PHAT*(1-PHAT)

VIJ< —ULJ[i]-PHAT

SUMNUM< —SUMNUM+A[i]*V1J
SUMDEM< —SUMDEM+A[i]2*W1J
}

if(npara==3){

PT< —ClJi]+(1-C[i])*PHAT
if(PT<.00001){PT< —.00001}
if(PT>.99999){PT< —.99999}
WIJ< —PT*(1-PT)

V1IJ< —ULJ[{]-PT

PSP< —PHAT/PT

SUMNUM< —SUMNUM+A[i|*VIJ*PSP
SUMDEM< —SUMDEM+A[i]Q*WIJ*PSP*PSP

}
}
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DELTA< —SUMNUM/SUMDEM
if(DELTA < (-BIGT)){

DELTA< —BIGT }

if(DELTA> BIGT){

DELTA< — BIGT

}

theta< —theta+DELTA
if(abs(DELTA)<.05){
return(theta)

}
)

2.15.  Estimaciéon conjunta de parametros del item
y habilidad mediante maxima verosimilitud

Ahora se presenta un procedimiento mediante el cual se estiman conjuntamente la
habilidad y los parametros del item. El argumento central estara dado por el paradigma
de Birnbaum que simplificard los algoritmos a utilizar. Este tipo de estimacién exige
la eliminaciéon de las puntuaciones extremas tanto para items como para sujetos. Por
lo tanto, se deben eliminar los sujetos que acierten o fallen todos los items. Tampoco
puede usarse cuando los items pueden dividirse en dos clases, de tal forma que los sujetos
acierten todos los {tems de la primera clase y fallen los de la segunda. Su principal
limitacién es que si tengo N sujetos y n {tems las estimaciones son inconsistentes para
n fijo cuando N — oo. Son consistentes si N — oo, n — oo y % — 00. Como en la
mayoria de los casos se tiene un nimero limitado de items, las estimaciones conjuntas de
los items no son consistentes y tampoco asintéticamente insesgadas.

Supongamos que N sujetos toman un test de n {tems. Tenemos como objetivo estimar
conjuntamente los parametros de los n items y los niveles de habilidad de los N individuos.
No asumiremos ninguna suposicién acerca de la distribucién del rasgo. Las respuestas se
puntian en forma dicotémica, igual que antes la respuesta del sujeto j en el item i se
notard por u;;. Sea para el individuo j el vector de respuestas condicionado a su nivel de
rasgo U; = (u1j, ugj, ..., Un;|0;) ¥ sea U la matriz Nxn cuyo término general es u;;.

Bajo el principio de independencia local las u;; son independientes. A partir de esto

la verosimilitud queda:

Ui j 17’u,ij
P Q,; (2.108)

N
j 1

L:Hl

n
]:1 1=

donde P;; = P;(;) y entonces
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InL = Z Z u;; In Py; —u;5) In Q5] (2.109)

Jj=114i=1

Las derivadas parciales son:

N

oL 1 0P, 1 9Qy;
=) lui +
o~ 2w g TG 0]
oL L1 0P, 1 0Q;
YD SLLS v et Uewasv
OlnL & 1 0Py 1 0Qi;
1 — wis
90, =2 i Py 06; * u”)Qij 90 ]

i=1

Tenemos un sistema de 2n+N derivadas igualadas a 0. Usaremos el algoritmo de

Newton Raphson, para ello necesitaremos las derivadas:

9%InL
a¢cz -’

8%InL 8°InL 8°InL 8°InL H%InlL
XZ 7 T90% ° 99,;0¢;° 99,08, NI

El algoritmo toma la forma 1 = v; — H; *(VL); donde ¢ es el vector de di-
mensién 2n+N que contiene los pardmetros a estimar; H la matriz hessiana (dimensién
2n+Nx2n+N) y VL el vector gradiente del logaritmo de la verosimilitud. La dimensio-
nalidad del problema es grande asi que se han tratado de encontrar formas de reducirla
y con este objeto se hacen tres supuestos:

1- dado que los examinados se toman aleatoriamente de la poblacién, cada examinado
es un objeto independiente, luego las derivadas cruzadas entre pares de examinados tiene
esperanza cero.

2- no hay motivo para que exista covariacion entre un sujeto y los parametros de los
items, asi que se asumen independientes y por lo tanto se eliminan las derivadas cruzadas.

3- se asume que los items son independientes y por lo tanto se eliminan las derivadas
cruzadas entre items diferentes.

Después de estas simplificaciones la matriz hessiana sélo estd compuesta de subma-
trices 2x2 para cada item y elementos en la diagonal para los sujetos, para ver la repre-

sentacién gréafica recomendamos consultar a Baker (1992: 92).

Aqui entra en juego el paradigma de Birnbaum (1968) que propone un proceso de

estimacién en dos etapas. En la primera etapa se estiman los pardmetros de los items

Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 85 — #101

asumiendo que las habilidades son conocidas. Para iniciar el proceso iterativo se toman
estimaciones crudas de las habilidades, en general, es el puntaje estandarizado del sujeto.
Como por los supuestos se pueden considerar los {tems separadamente, se resuelve los
estimados iterativamente por:

~ ~ 0%L 0°L -
N A G W s o o
t+1 ¢ N 0C; N t xSt

A partir de resolver estas ecuaciones se tienen las estimaciones de los parametros de

los items y suponiéndolos conocidos podemos estimar las habilidades mediante

2L, OL

Bleer = 31 = (B0 (55 )

(2.111)

En este punto un primer ciclo del paradigma de Birnbaum se ha hecho y tenemos
estimados de los parametros de los items (; y A; para todo i y de las habilidades de los
sujetos 0; para todo j.

Como la métrica de 0 es tinica a menos de transformaciones lineales, aunque no seria
necesario fijar la escala, algunos programas como el LOGIST lo hacen mediante la media
y la desviacién tipica de las habilidades. Se tiene entonces, el score estandar:

Por dltimo, se necesita un criterio de parada a los efectos de finalizar los ciclos. Este
criterio es arbitrario. Por ejemplo, Wood, Wingersky y Lord (1976) proponen que la
diferencia entre dos ciclos sucesivos debe ser menor a un valor especifico.
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2.16. Estimacion del modelo de Rasch por maxima verosimi-
litud condicional

Rasch indica en 1960 que las expresiones de probabilidad condicional:

A L N ) U

Pl = r)l(us. = 52)(ny)) = Z#jqélli]_[n] 5)()) = EHH” (2112)
A Jj=1 &' Aj llj=1 €'

P((us, = si)l(u; = 75)(€)) #ALL i e (2.113)

Yoai#A Hi:l 77‘7‘ Zm Hl 1 W]

podrian ser usadas con propoésitos de estimacién. Rasch provee un algoritmo y su
implementacién, pero no funcioné bien en la préctica.

Andersen dio un método basado en estimaciéon por méaxima verosimilitud basada en
probabilidades condicionales. Este procedimiento solo se aplica para estimar los pardame-
tros de los items. Una vez que los items son calibrados se estima la habilidad. Se basa
en la disponibilidad de estadisticos suficientes para la habilidad. En este procedimiento
se calcula la funciéon de verosimilitud condicionada a la puntuacién total. Ademads, se
soluciona el problema que se daba en la estimacién conjunta respecto a la cantidad de
parametros incidentales, pues la cantidad de posibles puntuaciones es igual a la cantidad
de {tems mas 1.

El modelo de Rasch establece que:

wii(05—8;)
P(uijl0;0:) = o=
Luego la probabilidad de que una persona j tenga un vector de respuestas (u;;) para
los n items viene dada por:

n n ewii(05—B8:) (07 way05 =201 wijBi)
eWiilVs el2ii=1 %ijbj i=1 Wij
L = P((uij)0;:) = HP(%\%@) = U1 T 1 e I lt @5

luego
e(T05 =321 wi; Bi)

T [1+ @)

Una persona puede obtener una puntuacién r de (:f) maneras y la suma de estas

L= P((Uz‘j)|9jﬁi) =

probabilidades de la probabilidad de u ; = r entonces:

€% ¥ gy =ryy € = 1
[T [1 + e@i=F0)]

Pluj=7il0;,(8) = > Plui)l;,8) =
{(uiz)u j=r;}

(2.114)
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luego la probabilidad condicional de un vector de respuestas (u;;), dado que el puntaje
esr es:

(r0;~ X0y i)

Pluglf;, () _ o e T v

P((u;i)|u,; =r)= = 7 = m
(« j)| 7 ) P(u-j = r|9ja (Bi)) e’ Z{Wu)m.j:”j} e Ziza vishs Z{(uij):u.j:Tj} e iz

Ty (e 700)

Si N personas responden al conjunto de items -y se asumen independientes las respuestas-
entonces la probabilidad condicional de la matriz de respuestas dados los puntajes fila
ry,re,...rNy €8S:

o~ ity iy wighBi

N — i wigBi
Hj:lz{(uij):u,j:rj}e > wis B

P([ugjl|ri,ro, ..rnBr...Bn) =

Ahora,

n

ﬁ Z e~ S uiiBi H( Z e~ Doy uijﬂi)fr

J=1{(uij)uj=r;} =0 {(u;)u.j=r;}

donde f, indica la frecuencia del puntaje r.

Sea s; = Zf;l u;;; el puntaje del {tem entonces es:
e 2iz1 8ibi
H;L:O(Z{(uij):u_j:rj} € iz wigBi )fr

Para obtener los estimadores de méxima verosimilitud debe tomarse las derivadas

P([uin?“l,’l“g, ~-~TN61---/8n> =

respecto de los parametros.
Andersen (1973) prueba que:

— > uiBi
8(2{(uij):u,j:r} € 17 ) _ _6_6h Z e S wigBi
B

{(uij)iu j=r—1}

2 — > uiiBi
o Z{(Uij):u,j:T} e Zin
8@%

_ 76*5;1 Z e~ Sory uiBi
{(uij)u j=r—1 i#h}

donde el item h se removié del calculo de la suma:

2 — > wiiBi
T Xtwyug=ry © = g, ) - Ti s

EE {(uij)ru j=r—2 i#h,k}

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 87



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 88 — #104
donde los items h y k se removieron del calculo de la suma.
El logaritmo de la verosimilitud es:

n

-1
InL=-Y sf— nz frn( ) em 2
r=1

=1 {(uij)iu =r}
I OlnL Sf Oln(z{(uij):u_jzr} 6_22;1 uw‘/ﬁ)
=435 — 7S - s =
" 9B " ~ 9B

P e e S
yeo i uwiiBi

= —Sp + 0

Z{(Uz‘j)iuj:r
Ademas,

e_ﬂh Z{(uij):u,j:rfl i#h} e i g

2 (g gmry €

€ S gy =1 iy € 1
Z{(uij):u,j:r} e i wiiBi

= J?

Lpp =

i1 wigBi

e b Z{(u,-j):u,j=r—2 i#h,k} e =

— > uiiBi
Z{(uij)m.jzf’}e >

Ly, =

D T D T (T B
(Z{(uij)%:r} e~ XimiuisBi)(By) (Z{(uij):u_j:r} e~ Xim1 wisBi)(By)

El algoritmo iterativo queda:

- - —1
61 61 L11 L12 Lln Ll
ﬂz 52 L21 L22 Lgn L2
. - - . : : , (2.115)
5” t+1 5" t Lnl Ln2 Lnn L" t
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Hay una indeterminacién en la definicién de la métrica. Andersen (1973 y 1977) im-
pone la restriccién Z?:l B; = 0 a los efectos de determinar la escala.

Wright y Douglas (1977) implementaron esta restriccién sustrayendo la derivada de

un item de las restantes, por ejemplo el item n.

Las derivadas resultantes son:

;L:Lh_Ln

y L;lk =Lng — Lhn — Lok + Lin

El algoritmo de Newton Raphson queda:

a 4 L, Ly e Ly L
ﬁg 52 L/21 L/22 Ll2(n71) LI2
L _ . .
P ) Bnr / Loy Lincne 0 Linsnymen L1y /
(2.116)

Wright y Douglas (1977) implementan el algoritmo via los siguientes pasos:

1- Obtener estimadores iniciales mediante

N — Si] 7 D i hl[%]

S; n

By = In|

2- Usando el conjunto de EZ (al momento) se calculan las funciones

e 2iz1 WijBi
{(uij)uj=r}

E e iz uijBi

{(uij)u j=r—1 i#h}
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Z e iz uijBi

{(uij)iu j=r—2 i#h,k}

3- Evaluar Z/L;, y f;;
4- Reducir el nimero de items a ser estimados, calculando EE y I/’L\k

5- Resolver el algoritmo de N-R anterior para obtener los n-1 estimados, luego 8, =

—1 5
- 211:1 51

6- Repetir los pasos 2-5 hasta el criterio de convergencia:

2.17.  Estimaciéon del modelo de Rasch por méaxima verosimi-
litud conjunta

La verosimilitud conjunta es:

N n N S w;(6;—8)
e—~i=1 i=1 “1g\Yj
L=[TTIPuil6;8) = =
j=1i=1 [T T [1+ et®=80)]

Luego,

N n N n
Inl = eraj - Zszﬁz - ZZln(l + e(ej_ﬂi))
j:1 i=1 j:1 i=1

Derivando y agrupando se tiene:
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alnL Z”:

Oln L —
851 i si + §:1 f.g ig

donde f 4 es la frecuencia del puntaje g (se descartan los puntajes 0 y n)

32 lnL -
Z Pngzg

9?InL i,
o~ 2 SaPul
2 g=1

Con estas condiciones se aplica el método de Newton Raphson. Se pueden implemen-

tar estas soluciones en el siguiente algoritmo:

1- Se obtienen estimados preliminares de tz)\g y BZ usando una técnica llamada PROX

(debido a Cohen) que toma:

2)

9= In]

K2

N — Si] - >ict 1D[NS;LS]

S; n

c) Estos estimadores basales se reescalan tomando en cuenta sus varianzas y que ten-

gan sus medias iguales a 0.

2- A partir del procedimiento de N-R anterior se estima 8 como
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n—
B\?Jrl _ Bt _ Si — Zg:l f.gPig
1 3

Se itera hasta que:
B — Bl < 0,05

=

3- A cada BZ se le resta (.

4- Considerando los reescalados §; como conocidos se utiliza N-R nuevamente y se

obtiene la iteracion:

_ -y B
R
Zi:l PigQig
hasta que:
92“ — 02| < 0,05

5- Los pasos 2-4 se repiten hasta que se satisface el criterio:

).
n

i=1

< 0,025

6- Se corrigen los Bl del sesgo mediante:

Bi = Bi

7- Un paso adicional se hace con los nuevos parametros de los items para estimar la

habilidad y luego se corrige el sesgo.

8- Se estiman los errores estandares de o y 6 mediante
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SB(R) = ———
vV Zg:l f9PigQig
Y 1
SE(ag) =

2?21 Pngig

La funcién de informacion del test es

1(0y) = Z PigQig

i=1
A continuacién presentamos el programa que implementa lo visto.
jmlerasch< —function(FDG,S,nitem,maxscore,maxcycle,maxit,imptodo){

#programa para implementar maxima verosimilitud conjunta de Birnbaum
#modelo de Rasch

B< -0

theta< —0
#estimados iniciales
N< -0

for(j in 1:maxscore){
N< —N+FDGj]

}

sumi< —0

for(i in l:nitem){

BIij< —log((N-S[i))/S[i)
sumi< —sumi+Bli

¥

meanl< —sumi/nitem
for(i in 1:nitem){

B[i]< —BJi]-meanl

}

#Estimados de habilidad
for(j in 1:maxscore){
theta[j]< —log(j/(nitem-j))

}
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first< —"Y”

last< —"N”

for(k in 1:maxcycle){

sumb< —0

#estimacion de los parametros de dificultad
for(i in l:nitem){

for(kk in 1:maxit){

sumfdgp< —0

sumfdgq< —0

for(j in 1:maxscore){

DEV< —(theta[j]-Bli])

PIJ< —1/(14exp(-DEV))

sumfdgp< —sumfdgp+FDG][j]*PLJ
sumfdgq< —sumfdgq+FDG[j]*P1J*(1-P1J)
¥

DELTAB< —(S[i]-sumfdgp) /sumfdgq
B[i]< —BJi|-DELTAB
if(abs(DELTAB)<.05){exit}

¥

sumb< —sumb+B}i]

}

bbar< —sumb/nitem

if(first=="N"){
if(abs(bbar-bbold)>.05){bbold< —bbar
}

else{

#correcion de la dificultad del item por sesgo
for(i in 1:nitem){

B[i]< —BJ[i]*((nitem-1) /nitem)

¥

last< —7Y”

}

}
else {

first< —"N”

bbold< —bbar

}

#estimacion de habilidades

for(j in 1:maxscore){
for(kk in 1:maxit){
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sump< —0

sumq< —0

for(i in l:nitem){

DEV< —(thetalj]-BJi])

PIJ< —1/(1+exp(-DEV))
sump< —sump—+PIJ

sumq< —sumq+PILJ*(1-P1J)

}

DELTA< —(j-sump) /sumq
thetalj]< —theta[j]+ DELTA
if(abs(DELTA);.05){exit}

¥

}

if(last=="N"){next}

for(j in 1:maxscore){

theta[j]< —thetal[j]*(nitem-2) /nitem
}
if(last=="Y"){return(theta,B)}
¥

#correcciéon de la dificultad del item por sesgo
for(i in 1:nitem){

B[i]< —BJ[i]*((nitem-1) /nitem)

}

#estimacion de habilidades for(j in 1:maxscore){
for(kk in 1:maxit){

sump< —0

sumg< —0

for(i in 1:nitem){

DEV< —(thetal[j]-Bl[i])

PIJ< —1/(14exp(-DEV))
sump< —sump-+PIJ

sumq< —sumq-+PIJ*(1-P1J)

¥

DELTA< —(j-sump)/sumq
theta[j]< —thetal[j]+ DELTA
if(abs(DELTA)<.05){exit}

¥

}

for(j in 1:maxscore){
theta[j]< —thetal[j]* (nitem-2) /nitem
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} return(theta,B) }

2.18.  Estimaciéon via maxima verosimilitud marginal

Aunque este proceso no se considera una técnica bayesiana el proceso de marginali-

zacién incorpora el teorema de Bayes en su matemaética.

Sea f(0|7) la densidad de probabilidad de la habilidad en la poblacién (distribucién
a priori) y 7 el vector de pardmetros de la densidad, se supondra que la distribucién a
priori es la misma para todos los examinados. Sea Uj; el vector de respuestas del sujeto j
y £ el vector de pardmetros de los items. Se aplica el teorema de Bayes para calcular la

distribucién a posteriori de 6;. Se tiene que:

PU;105,€) f(0]7) (2.117)

P(9,]U;,7,€) = [ P(U;10;,€) f(6;]7)do

donde P(U;|6,,£) es la verosimilitud.

Dado que hay independencia local,

U|0J7f HPu” 1 Ui

La integral que aparece en el denominador es la probabilidad marginal (no condicio-

nada a 6;) del vector de respuestas con respecto a los pardmetros de los ftems.

2.18.1.  La solucién de Bock y Lieberman

Para simplificar la notaciéon notaremos por
)= [ Pwio. 10/

Asi la funcién de verosimilitud marginal es
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N
L=]]Prw)
j=1
y
N
InL=> InPU;)
j=1
El sistema a resolver es:
OlnL
=0
('“)ai
OlnL
Z 70
ob;
OlnL
=0
aci
Derivamos obteniendo:
L i dlnP(U;)
8ai n = 8ai B

N
=S PWI [ S P18, 61)ds
0 0
A [P(U10.8)] = ol P(U10. €)1 P(0,10,6)

Reemplazando:

N
DnL =3 [ o) PG

y a partir de la regla de Bayes:
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OlnL il 0
n :Z/gpnpwj\e,g)]P(9|Uj,s,r>d9
7 j=1 G

luego
OML SN [0 T4 s 1w
o => 8@,[1111_[1% Q; "P(6|U;, &, 7)do =
’ j= =1
N n 6 n
>[I gl P el 1P, ¢ nas
j=1 i=1 vi=1
Ahora:
8 i Ui j l—uij _ s Ui j l—u,ij 8 Wi 1—u1'j
s IIEm Q™ =1 P Q ™5 (P
i=1 h#1
Como oP,(6)
o = (1= ) (0 - b P (0)Q3(0) = K
donde
i ei(0—bi)
2(9) = 1 + eai(0—b:)
continuando
a . Ui — U - Ui —Ujj Wi i —
o L1 2@ = [T P Qi 1IP0) (1 = wi)]Qi(0) 7 (~K)+
vi=1 h#i
+Qi(0)' "y Pi(0) T (K)
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Finalmente,
O T s 1w
PA *J . v =
) Rt

i=1

(1)t (1 — ) [[ ] P @i~ "1(0 — b:) P} (9)Q; (6)
h#i

y sustituyendo
N

j=1

B (05)Q7(0;)P(05]U;, €, 7)do

Multiplicando numerador y denominador por:
Pi(0;)" Qi(0;) "

el producto sobre h # i se convierte en un producto sobre i.

Ademas,
al . 1 al 1
—1)nat = i — Pi(0
;( ) Pi(ej)u“Qi(aj)l_u” ;[U J ( J)] Pl(ej)Q'l(aj)

Finalmente se tiene:

dlnL al
81; =(1-a) Z/[Uvzj = Pi(0;)]wi; (0; — b)) P(6;]U;, &, 7)db

j=1

donde
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Andlogamente, se obtiene:

OlnL N
oh = % (1-¢) Z/UU P;(0;)w;; P(8;|U;, &, 7)d6
(] ]=1

OlnL 1
801‘ N

Mz

/MWMP(QJ‘UJ’&’T)CZQ

j=1 ;)

Las ecuaciones anteriores contienen en su formulacién integrales. Para aproximar di-
chas integrales se aplica la cuadratura de Hermite-Gauss. Si se tiene una densidad con-
tinua con momento finito f(#|7) ésta puede ser aproximada mediante un histograma.
Luego la integral puede ser reemplazada por la suma de las dreas de un nimero finito de
rectangulos. Supongamos que tenemos q intervalos y sea Xy, el punto medio del intervalo
k, al que llamaremos nodo. Cada nodo tiene un peso A(X}y) que toma en cuenta la altura
de la funcién de densidad en un entorno de Xj. Bock y Lieberman (1970) modifican los
nodos y pesos de Stroud y Sechrest para el caso de la densidad normal tipica. Sustitu-

yendo la aproximacién de la integral por su formula de cuadratura resulta:

8&?;1[/ = (1 — Ci) ZZ[UU - b (Xk)]wzk:(Xk; - b (Xk| )

k=1j=1

dInL il
- _az ]- _Cz ZZUU Xk ]wsz(XklUjv£7 )

0b; k=1 j=1
3lnL 1 & UU Xk)}
E E— X
Oci k=1j=1 Xk?) ( k|Uj’§7 )
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Ahora se puede aplicar el método de N-R para estimar los 3n pardmetros del test
simultdneamente. Como en el caso de la estimacién conjunta, los u;; son remplazados
por su esperanza, o sea se aplica el método de Fisher. El método es no atractivo desde el
punto de vista computacional ya que requiere invertir una matriz 3n x 3n y es por esto

que este procedimiento se limita a test con muy pocos items.
2.18.2. La solucién de Bock y Aitkin

Los autores asumen que los items son independientes, los sujetos también y que son
indpendientes los sujetos de los items, es decir, utilizan los mismos supuestos que Birn-

baum en su paradigma para la estimacion conjunta. De la seccidon anterior tenemos:

oL d al al
1*01 Z Xk*b Zum Xk|U]7£a ZP Xk|Uj7£aT)]wij
k=1 j=1

Gai
Jj=1

y la distribucién a posteriori de la habilidad como

P(U;105,€) f(017)
I P(U;165,) £ (6517)d6

(9 ‘UjvT 6)

Si la ponemos en su forma de cuadratura:

Ty Pi(X)"s Qi(Xy)' "5 A(X},)

Xi|U;, T,
( k| J f) Zq 1Hz 1P(Xk> in(Xk)l*uijA(Xk)
con
e (Xk—bi)
Pi(Xy) =i+ (1= )
definamos

Z[Z [T/ Pi( X)) Qs(Xp)' %5 A(Xy) ]

N
fie =Y P(Xi|Uj, 6,7) = O T, Pi(Xe) % Qi (X ) =4 A(Xy,)

Jj=1

i TT; wij Pi(X3) " Qi( Xy ) 9 A(Xy)

N
T: 1PX Ur', 5
Tk = ) ui P(Xk|Uj 6,7 T T PG ™ Qu(X) s A(Xy)

j=1 j=1

]

Sea ahora L(X}) la probabilidad condicional del vector de respuestas U; dado 6 = X,
y los pardmetros de los items, o sea:
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n

L(X) = H Py(X3) "9 Qi (X,

i=1
Sustituyendo:
L(Xy) A(X)
P(X|U;,1,€&) =
P8 = S TR A
luego
N

. L(Xy)A(Xy)
fik = z_:l[zzzl Lk(Xk)Ak(Xk)]

Tk = 2 IS XA

N[ wij L(Xp) A(Xp)
i—1 Zk:l L(

J

Las ecuaciones a resolver son:

ML (1= ) 36— bl — TPy =0
aai - 7 £ k i) 1T ik ikl k ij —
Ol _ (1 —¢ zq:r Fir Pi(Xp)]wi; =0

61)1 - z ik — Jik k ij —
k=1
8lnL 1 I Tzk fsz Xk?)] _
3ci ’; _0

A los valores T, fir se les llama datos artificiales. Los pardmetros de los ftems se
estiman usando el método de Newton Raphson o Fisher. Los estimadores iniciales de
los pardmetros que suelen emplearse se basan en pgy, = \/ﬁ donde pgy, es el coefi-
ciente de correlacién biserial entre 0 y la variable de respuesta U y la dificultad de {tem

11,2 .
P, = \/% f(;o e~z du donde §; = Bipov, = Bi \/f‘i? y de estas se pueden obtener a; y ;.
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En el método MMLE los valores de 755, fir dependen de los estimadores de los pardme-
tros de los items, por lo tanto, debe establecerse una metodologia donde los datos artifi-
ciales y los parametros de los ftems se pueden obtener iterativamente. Para esto Bock y
Aitkin emplearon el algoritmo EM de Dempster, Laird y Rubin (1977).

El algoritmo EM como ya dijimos es un procedimiento iterativo que sirve para encon-
trar los estimadores maximo verosimiles en presencia de variables no observables. Consta
de dos pasos: E (esperanza) y M (maximizacién). En nuestro caso queremos estimar los
pardmetros de los {tems en presencia de una variable aleatoria no observable (6). Para
realizar inferencia acerca de 6 se usa alguna representaciéon observable basada en la res-
puesta de los sujetos. Sea el par (U, 0) los datos no observados (datos completos) y el
vector U los datos observados (datos incompletos).

Sea f(U,0|¢) la densidad de probabilidad conjunta de (U, ) y &P los pardmetros es-
timados en el ciclo p, entonces £PT! se calculan maximizando E(In f(U, 0|€)|U, £P)) con
respecto a £. Este proceso se repite hasta satisfacer el criterio de convergencia. Los dos

pasos serian entonces:
Paso E: Calcular E(In f(U,0|¢)|U, £P))
Paso M: Calcular £t como aquel que maximiza la esperanza posterior.

Comencemos suponiendo que la distribucién del rasgo es finita discreta, es decir 6
toma finitos valores 61,05, ...,0, con probabilidades 71, s, ..., 4. ¥ sea fir la frecuencia
de sujetos en cada valor de rasgo para el item i y r; la frecuencia de respuestas correctas
del item i para el valor de rasgo k.

Si los N sujetos son muestreados aleatoriamente de una poblacién con la distribu-
cién dada, entonces la distribicién conjunta de los f;x es una multinomial dada por
[fﬂfi'fq‘] [T W/fik

Dada f;r v 0% la probabilidad conjunta de los r;; es

q f; .
( W) P;(0;)"* Qi(gk)fm—m
1 Tik

7

y la probabilidad conjunta de f y r es
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e ———

luego por el criterio de factorizacion (f,r), son estadisticos suficientes para (U, ). Si se
ignoran los términos constantes, el logaritmo de la verosimilitud para los datos completos
es

q q q
= riIn Pi6k) + (fik —rie) I Qi(0k) + > fur In

k=1 i= k=1

=

Aqui (fr) son no observados, pero tomando la esperanza posterior del logaritmo de
la verosimilitud dado £ obtenemos:

q

E(InL) =Y E(ra|U,&) In Py(6k) + E[(fir — rir) U, ] In Qi (61)+

k=11=1

q
+ZE(fik|U) In 7y,
k=1

La dltima suma no depende de &. Maximizar los términos remanentes es equivalente a
maximizar el paso E. Dado que los items se consideran independientes, las derivadas cru-
zadas segundas de items diferentes son 0 en el paso M y la maximizacién de la esperanza
se hace para cada ftem separadamente.

Podemos resumir los pasos como:
PASO E

1- Se usa la forma de cuadratura en:
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y estimaciones provisionales de los parametros para calcular la verosimilitud del pun-
taje de cada individuo en cada uno de los nodos de la cuadratura.

2- Se usa la ecuacién:

L(X)A(Xy)
Zk 1 ( )A(Xk)

(Xk‘UﬂT g)

y los pesos de cuadratura A(X}) en cada uno de los nodos para calcular la probabi-

lidad posterior que la habilidad del j-ésimo sujeto es Xj.

3- Se usan las ecuaciones:

& LXwAXR)
fik = jz::l[ T Lk(Xk)Ak(Xk)]

— Y ui LXK A(X)
2 s XA,

para calcular f;; v Tz para cada ftem en cada nodo.
PASO M

Se resuelven las ecuaciones:

3lnL 4 —
3 Z )Fie — firPs(Xy)]Jwi; =0
@i k=1
8lnL

q
8[)% 1 —C; ]; Tik — f’LkP Xk‘)}wlj =0
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BlnL 1 I Tzk - fzkp Xk)}
=0
8ci I;

para hallar las estimaciones de los parametros de los items usando los datos artificiales
fir v Tir.. Estas ecuaciones se resuelven via el método de Newton Raphson-Fisher.
Como criterio de parada se analiza si la verosimilitud permanece incambiada respecto

al ciclo anterior, entonces el proceso finaliza, en caso contrario se repiten los pasos E y
M.

2.19. Estimacion bayesiana

Supongamos que se desea estimar los parametros de los items cuando los parametros
de habilidad son conocidos. Consideremos la distribucién a priori de los parametros del
i-ésimo {tem, sea esta g(§,n). Asumamos ademds que todos los items tienen la misma
distribucién a priori. Sea U la matriz Nxn de respuestas a los {tems y sea L(U|E,6) su

funcién de verosimilitud condicional. La distribucién a posteriori entonces es:

g(§|U,8,n) oc L(UIE,0)g(&,m)

donde el signo de proporcionalidad toma el sentido usual de la estadistica bayesiana

N n N
LUIE,0) =[] [T P:(0)# Qi(6;)' 5 = [ P(U;16;,€)

j=1li=1 j=1

Mislevy en 1986 present6 un procedimiento de estimacién bayesiano que es una exten-
sién de la solucién marginal de Bock y Aitkin (1981). Emplea un procedimiento en dos
etapas en el cual la informacién a priori es especificada en un modo jerarquico. Comienza
con la distribucién conjunta a priori de todos los parametros:

N n
9(0,7.6,n) = H 9(6;|7) H 9(&lm)g()g(n)
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Si se desea hacer inferencia acerca de los parametros 6, 7, £ y 1. La distribucién a

posteriori aplicando el teorema de Bayes es:

g(0,7,&nU) o< L(U6,£)g(0]7)g()g(&In)g(n)

Esta ecuacién se marginaliza respecto a 6 y Mislevy sugiere que también se haga res-
pecto a 7, pues los considera fuera de interés y los trata como parametros de ruido. A

partir de esto:

9(E.7IU) ox / / L(U10, €)g(87)g(r)g(Elmg(n)dbdn o« LU, 7)g(€)g(r)

donde L(U|&,7) es la verosimilitud marginal.

2.19.1.  Estimacién marginal bayesiana
de los parametros del item en Pc-Bilog
Se asume que los items son independientes, lo cual permite en el proceso de estimacién
proceder item por item.
Se deriva el logaritmo de la ecuacién anterior con respecto a los pardmetros de los

items.

O LU, 7) | dlng(€) . dg(r)

8vi 6’()1' (9’[1,' =0

donde v; representa cualquier parametro.

Estas ultimas toman el nombre de ecuaciones modales marginales de Bayes.

Es claro que ag—f}z) = 0, luego las ecuaciones quedan:
OlnL(U|E,T) n dlng(§) 0
8vi (%i o
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Veremos ahora la solucién de esto siguiendo a Baker (1992) del modo més general

posible, o sea con el modelo de tres pardametros. Tenemos:

N
LU, T) H Ujle,7)
y
PUIIE) = [ PWIB.&9(6I)d8
Tomando logaritmos y derivando
O L(UJE,7) 03,1, mP(U;¢,7)
a’Ui N avi
El Pc-Bilog emplea la transformacion «; = Ina; de donde a; = e®
Luego el modelo de tres parametros queda:
exp{(0; — bi)e™'} .
PO = ¢+ (1 — ¢ — e (1 — e\ P*(0
5(0;) = ¢ + ( c’)[l—kexp{(ﬁj—bi)eai}] ¢+ (1—¢;) P (0;)
Asi pues derivando con respecto a a;
dlnL N g — Py(6;)
=e(l—¢ /Mﬂ—biﬂ"ﬂQf& P(0;|U;,€,1)]do
o~ 0= % | Hig0.ay W GG OG0
P (0;)Q7 (6;)
Sea wi; = F5,)0.10,)
pues,
OlnL N
e = (1) 3 [ (s = P86, — )P, 10 €. 7))
K3 J:1
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Igualmente,

N
3;;11 _ _em(l — Ci) Z/(uw - Pi(ej))wij [P(Qj\Uj,f,T)]dﬂ

N
8ln‘L =(1—¢)" Z/M[P(ijj,fﬁ)]d&

Como nuevamente se tiene una integral se empleara el método de cuadratura, los
detalles son los mismos que los ya vistos. Igual que antes, se tiene el nimero esperado de

sujetos y el nimero esperado de respuestas correctas:

N N

- L(Xy)A(X
For = ;[ Zzi L’“()Xk() A’“()Xk)] - ;p(kaj,&,f)

donde

L(Xy) = 7 Pi(0)" Qu(6) ~

N

— UZJL(Xk w
Tik = Z[Zk ) ( ]Zl ij Xk| )

conk=1,2,...,q

Reescribiendo las ecuaciones usando los datos artificiales tenemos:

oL _ . 1
S ci) Y (Fir = Fie Pi(X) ywin (X, — bi)
v k=1
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OlnL
ob;

—e® (1= ;) Y (7 — FanPi(Xi) Jwin

dInL (o1 (T — fe Pi(X8)
c; =(1-a) Z Pi(Xy)

Respecto de las distribuciones a priori de los parametros, Pc-Bilog asume que cada
a; tiene distribucién lognormal sobre [0, +00] de donde «; tiene distribucién normal con

densidad proporcional a exp[—0,5((c; — f1a)/0a)?]-

En Pc-Bilog los valores por defecto de los hiperparametros son po, = 0y 04 = ,5
8lgg(a) — _(aipa)
Qi

o.ll

Como «; es normal entonces

Finalmente con los resultados previos tenemos:

ooy o2

L, = Bln[L(UK, T)g(g)] _ eai(l _ Ci) Z(m_ﬁpz(Xk))wzk(Xk _ bZ) _ (O[i — Moz) —0
k=1 @

Para b; se utiliza una distribucién normal, luego tenemos

q
. — b; —
Ly = —e%(1—¢) E (Tik — fir Py (Xg))wir, — % =0
k=1 b

El pardmetro ¢; representa una probabilidad. Swaminathan y Gifford (1986) propo-

nen se utilice una distribucién beta:

A=)+ (B2 ,
a(c) = [((A;)!(J(BQ)!)] @

)B—2

obteniéndose:

OBI) _ (4~ 9)jei—~ (B-2)/(1 e
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asi pues,

77ﬂpi(Xk)) +(A—-2)/c;—(B—=2)/(1—¢;)=0

— (1 — )L - (Tik
LS - (1 z) ; Pz(Xk>

2.19.1.1. Estimacién via EM
En el paso E se calculan los datos artificiales, en el paso M los estimadores bayesianos

se calculan sobre cada item a la vez. Como las ecuaciones son no lineales en los parame-
tros, se utiliza un procedimiento de Newton Raphson-Fisher. Esto se repite hasta que se

satisface el criterio de convergencia.

Operando se llega a

q
A= =P S T - p PSR

k=1
q .
A1z = Az = —e™ ZE(X’C bz)Pl((in)z-)ch C;’(())g:))
k=1 ' '

111

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 112 — #128

q ——P(X —c; Qi(X
A23 _ A32 — i Zﬁk ((1 E)gi)2c QPI((X]]:))
k=1

Finalmente el proceso iterativo queda:

a a A1 A Ags Ly
b =| b — | Ao Axx Ags Lo
c . c/, A1 Asy Ass / Ls J,

2.19.2.  Estimacién bayesiana del rasgo
2.19.2.1. Estimaciéon modal bayesiana

La estimacién modal bayesiana o MAP (méximo a posteriori) del rasgo, se basa en la

relacién:

9(0;1U5, &) o< L(U;10;,€)g(0)

Se asume que g(0) es N(ug,03)

Tomando logaritmos

Ing(0;|U;,&) oc In L(U;10;,&) +1ng(0)

La verosimilitud es

L(U;16;,6) = HP )" Qu6;)'

Para obtener el estimador MAP se utiliza el método de Fisher.

Operando,

o= Sl g o — RO~
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La derivada segunda es:

i Qi(0;) (ugjc; — Pi(0;))?

Za 1—c ]Pz'(ej) Fi(6;)

Tomando esperanza;:

& L P0) — Qi) 1
Aee——za[ (1—¢;) ] Pi(0;) o3

Asi el proceso iterativo queda:
105 — (Aol [Ao):

[03]i41 =

2.19.2.2.

Se basa en

Estimacién bayesiana EAP

PU =U;0;,€)g(9)
P(U = U;)

9(0;1U;,€) =
Debido a la independencia local:

PU =U;,|0;,¢) = )t

u”Q

HP

PW=Uﬂ=/MU=%Wm®W

luego la esperanza:

E(9;U;,¢) = L0, 11, PO
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1

T2
Oy

(0;)"Qi(6;)" " g(0)de

J 1Tz PO
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Como la ecuacion tiene integrales se utiliza la cuadratura de Hermite-Gauss:

e ke XeL(Xk)A(Xk)
E(0;|U;,¢8) =0; = ST LX) A(Xy)

Esta ecuacion tiene la interesante caracteristica de que no es iterativa.

2.20. Comprobacion de los modelos

Muniz (1997) nos da una serie de pasos para la seleccién y confirmacién de un modelo
dicotémico. Estos son:

1. Definicién rigurosa de la variable que se pretende evaluar;
2. Elaboracion de los items destinados a medir la variable;

3. Aplicacién de los items a una muestra amplia de personas pertenecientes a la po-

blacién en la que se utilizard el futuro test y calculo de los indices cldsicos de los items;

4. Comprobacién de la unidimensionalidad de los items;

5. Eleccién de uno de los modelos de TRI para {tems dicotémicos;

6. Estimacion de los parametros de los items y del rasgo de cada sujeto;

7. Comprobacién de que el modelo se ajusta a los datos.

Dedicaremos esta seccion a analizar el ajuste del modelo a los datos. Una vez estima-
dos los parametros de los items para comprobar el ajuste, se procede como comtinmente
se hace, analizando la discrepancia entre los valores pronosticados y los observados. Segiun
Hambleton, Swaminathan y Rogers en (1990) el ajuste debe estudiarse al menos desde

tres perspectivas:

a) Evaluando el ajuste entre los valores observados y los esperados bajo el modelo
estimado;
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b) Evaluando si los datos observados satisfacen los supuestos del modelo que interesa

ajustar;

¢) Evaluando si se cumplen las ventajas derivadas del modelo, por ejemplo la inva-

rianza de los parametros de los items o de los pardmetros de habilidad.

Rost y von Davier (1994) clasifican los indices de bondad de ajuste en

1-Pruebas basadas en chi-cuadrado;

2-Pruebas basadas en verosimilitud;

3-Anélisis de residuos.

2.20.1. Pruebas basadas en chi-cuadrado

Para aplicar estos estadisticos deben agruparse las puntuaciones de rasgo estimadas en
K intervalos. Se deben seleccionar los intervalos de modo que su amplitud no sea excesiva,
ya que podria suceder que los sujetos incluidos en cada intervalo no sean homogéneos en
la habilidad medida. Al mismo tiempo cada intervalo debe incluir un nimero suficiente
de sujetos, ya que los estadisticos basados en x? no funcionan bien si alguno de los inter-
valos tiene frecuencia nula. Se compara entonces la proporcion observada de éxitos con
la proporcion esperada en cada intervalo. Si las proporciones observadas difieren poco de
las esperadas se concluird que hay un buen ajuste del modelo a los datos en ese item.
Luego nos interesa obtener indices de esta discrepancia y su distribucion a los efectos de

poder probar la hipdtesis nula que la discrepancia es 0, o sea que el modelo ajusta bien.

Estadistico de Bock (1972)

Sea 0;1 la proporcién observada de respuestas correctas en el intervalo k para el item
iy e;r la probabilidad tedrica de una respuesta correcta en el intervalo k para el item
i. Para obtener e;; calculamos mediante el modelo la probabilidad en el valor de rasgo
obtenido como la mediana de los valores de habilidad que caen en el intervalo k. Notemos
ademaés por Nj el ntimero de sujetos en el intervalo k. El estadistico propuesto por Bock

€S
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K

Qpi=) Nilow — ew)® (2.118)

= e(l—en)

Este estadistico sigue una distribucién asintética x% _,, donde m es el nimero de
parametros del modelo.

Estadistico de Yen (1981)

Yen propuso la siguiente modificacién al estadistico @ pg:
10

Q=) Nilow — ew)® (2.119)

= e(l—ep)

donde ahora hay 10 intervalos y

1 N
Cik = 7 A

VIS

Este estadistico sigue una distribucién x%,_,, donde m es el nimero de pardmetros
del modelo.

Estadistico de Wright y Panchapakesan (1969)

Wright v Panchapakesan propusieron un estadistico que se restringe a modelos de un

parametro.

K

Qai =Y Neloi — eix)” (2.120)

= ein(l—en)

donde los intervalos se construyen de modo que no existan intervalos con frecuencias
nulas, cada intervalo contenga sujetos con el mismo nuimero de respuestas correctas y se

eliminan los sujetos que hayan acertado o fallado todos los items. Este estadistico sigue
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una distribucién x% ;. También proponen un estadistico que es una generalizacién del

anterior para el caso de n items:

K n
ZZ Nk Oik — elk) (2.121)

oo e —ea)
el cual tiene una distribucién X%K—l)(n—l)

Estadistico de Wright y Mead (1978)

Estos autores proponen para el siguiente estadistico apropiado para el modelo de

Rasch, el cual estd implementado en el programa BICAL:

K 2

Q3; = Z (i — eix) (2.122)

— eik(l — eix) — 2Pk

donde )
opy, = N D (Pi) — ean)?

k ek

La aplicacién de este estadistico supone: dividir a los sujetos de tal forma que se
aproximen a una distribucién uniforme, que el nimero de intervalos sea menor o igual a

6 y que el numero de sujetos en cada intervalo sea mayor o igual a 15.

Estadistico de Elliot, Murray y Saunders (1977)

También para utilizar con el modelo de Rasch se puede aplicar:

K
Qui=)Y_ Nielow — ear)® (2.123)

e
=1 ik
que sigue una distribucién y% ;.
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Aca cada intervalo estd formado por sujetos que obtuvieron la misma puntuacién en
el test. Ademds se debe cumplir para cada intervalo Nie;r, > 5 (esto para cumplir con
las condiciones del test chi-cuadrado) y si alguno no lo cumple se fusionara con sus ad-
yacentes hasta lograrlo. Se eliminan también los sujetos que acertaron o fallaron todos
los items. Los estadisticos Q3 y Q4 fueron extendidos por Yen a modelos de dos y tres

parametros, de forma natural.

Limitaciones

Las principales limitaciones y problemas de estos estadisticos derivan de:

1- Dependen fuertemente del tamano muestral. Al aumentar la cantidad de sujetos
aumenta la tasa de error tipo I y viceversa. Esto resulta mas grave en los modelos de dos
y tres parametros pues para su estimacion se requiere un tamano muestral grande.

2- La cantidad de intervalos seleccionados, ya que es necesario que estos representen
adecuadamente el comportamiento de los datos.

3- Son sensibles a la presencia de outliers.

4- No son facilmente generalizables a los modelos de respuesta politomica.

2.20.2. Pruebas basadas en la verosimilitud
Estadistico de Mckinley y Mills (1985)

Proponen un estadistico de razon de verosimilitud. Consideran, igual que el estadisti-
co de Yen 10 intervalos que contengan el mismo nimero de sujetos. Construyen una tabla

de contingencia 10x2, donde las 2 columnas representan las posibles respuestas del item.

Proponen:
20 o
RL; =2 ogIn == (2.124)
=1 €ik

que sigue una distribucién x%,_,,. Este estadistico en el caso de un pardmetro es més

potente que el de Bock independientemente del tamano muestral.

Estadistico de Mislevy y Bock (1990)

118 Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 119 — #135

Proponen el estadistico RL(MB) que se distribuye x2% y estd dado por:

Niosx,
Ni — o) In ——KOk
Nieix ~ (P Ok)nNk(l_eik)

) (2.125)

Estadistico de Reise (1990)

Utiliza una técnica denominada bondad de ajuste de personas, Reise adapta el indice
de verosimilitud L propuesto por Levine y Rubin. En el estudio de ajuste de personas la
funcién L viene dada por:

Ly = Zn:(“i In Fi(0;) + (1 = us) In Qs (6;)) (2.126)
i=1

donde u; es la respuesta (0-1) del sujeto jy Q(0) =1 — P()6 .

Un valor alto de L indica un buen ajuste del sujeto. Se tiene que:

n

E(Ly) =) (Pi(6;) I Pi(8;) + Qi lnQi(6)))

=1

PZ(ej) 2
7i; = ZP 56,
de donde
L;— FE(L;
Ly = S St VA ULj( j) ~ N(0,1)

Un valor proximo a 0 es adecuado y si es positivo indica una mayor adecuacién a lo
esperado.

En el estudio de ajuste de los items el estadistico viene dado por:
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Li= (i P(6;) + (1 - u;) In Qs(6))) (2.127)

Jj=1

Si se utilizan las puntuaciones divididas en K intervalos, toma la forma:

K
L, = Z(Aik In PI(GJ) + (Nk — Azk) In Ql(ﬁj))
k=1

donde A;; es la cantidad de individuos que aciertan el item en el intervalo k.

Igualmente que para los sujetos ambos indices se pueden estandarizar y su ecuacion
es igual a la ya vista, con la Unica salvedad que ahora la suma es sobre los individuos y
no sobre los items.

2.20.3.  Analisis de residuos
Residual de Wright y Stone (1979)

Ellos proponen el siguiente residual estandarizado:

[uij — Pi(6;)]
[Pi(6;)(1 = Pi(6;))]

Zij =

donde u;; es la respuesta del sujeto j al item iy P;(6;) la probabilidad que el sujeto
j acierte el ftem i calculada a partir del modelo ajustado.

Se define el residual cuadratico medio para el item i como:

N 2
2 Zj:l Zij

! N-1

y el residual cuadratico medio para el sujeto j:

2 Z:anl zzgj

Z,:
J n—1
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z; tiene distribucién F con (N —1,00) y z; tiene distribucién F con (n — 1, 00).
Los autores utilizan la transformacién logaritmica para obtener estadisticos con dis-
tribucién normal.

Los estadisticos quedan entonces:

vVN -1

t; = [log(z?) + 22 — 1 2.128
[log(=}) ] 7 (2.128)
y
Vn—1
t; = [log(z2) + 22 — 1] T\L/g (2.129)
respectivamente.

La dependencia del tamano muestral de los residuos cuadraticos llevan a los autores
a proponer otras medidas como el indice t-total y el t-interitems.

El indice t-total se expresa como:

_ Xl — RO
HT) = S Pi(0,)Qi(6;)

De este estadistico se desconoce la distribucién, asi pues los autores recomiendan se
revisen aquellos items o sujetos con t(T) > 2.

El estadistico t-interitems se expresa como:

5 [wa - Yje N; P (6;)]? m
"= ; 2jek NjP]:(Gj)Qi(ej) [(K —1)(m - 1)]

donde m es el nimero de pardametros del modelo.
Este estadistico sigue una distribucién asintética x? con (K-1)(m-1) grados de liber-
tad. Rogers y Hattie estudiaron estos indices para distintos modelos y encontraron que

en general resultan inapropiados para los modelos de Rasch.

Residual de Hambleton, Swaminathan y Rogers (1991)
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Definen el residual como 7;; = 0,5 — e;r v definen el residual estandarizado como:

Oik — €k
eix(l — eir) /Ny

Zrik =

La proporcion esperada de aciertos se debe calcular para el nivel de habilidad medio
o mediano de cada intervalo.

Residual de Ludlow (1986)

Para modelos de respuesta politémica Ludlow (1986) propuso el residual de una ob-

servacion como:

Xii — Eys
Zij = J T J (2.130)
(Vij)2
donde
c
Eij = Zc]’ic(ﬁj)
c=0

siendo C el nimero de categorfas del item y P;.(f;) la probabilidad de éxito corres-
pondiente a la categoria c. V;; es la varianza asociada a la respuesta esperada que viene
dada por:

C
Vij =Y _(c— Eij)*Pie(6;)
c=0

El residual Z;; tiene distribucién normal tipica.

Ludlow utiliza este residual para proponer una medida global de ajuste del {tem:

wl=

si = W7 (3ps) + (pi/3)

donde W; es:
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N
Zj:l Visz'Zj

N
Zj:l Vij

%

2 Zim (G = V)
' (S0 Vig)?

donde Cj; es el valor de kurtosis de la puntuacién Xj;.

Indice de Rost y von Davier (1994)

Desarrollaron a partir del modelo de crédito parcial el indice Item-Q (Ig;).

Esta medida utiliza funciones simétricas y se basa en la comparacién de los valores
de la verosimilitud de los patrones de respuesta observados.

El indice se define como un cociente entre dos verosimilitudes condicionadas. El obje-
tivo para un patron de respuestas dado es situar su verosimilitud entre el valor maximo
y minimo. Para un conjunto de {tems el valor maximo de la verosimilitud sera el corres-
pondiente al patrén de respuestas perfecto al que se llamard patrén Guttman (ug) y el
valor minimo se dard en patrén aberrante, el que se conoce como patrén anti-Guttman
(ua).

El indice Ig; viene dado por:

Io; = 2.131
@ IH(RLAL;) ( )
donde:
In RL; ¢ = In[P(wi| fic)] — n[P(uc| fic)];
InRL 4 ¢ = In[P(ualfic)] — In[P(ug|fic)l;
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P(u;|fic) es la probabilidad de obtener el patrén u; dado el nimero de respuestas en
esa categoria (f;.), y andlogamente P(ug|fic) y P(ualfic).
Este indice toma la expresion:

N N
s > Wity — 325 ua;0;
Qi = &N N
D=1 Aty — >0 uGsb;

(2.132)

El indice varia entre 0 y 1, donde 0 indica ajuste perfecto y 1 desajuste total.

El Ig; también puede usarse como indice del poder de discriminacién del ftem.
Asi pues un valor de 0 indica discriminacién perfecta, el 1 también se da con discri-
minacion perfecta pero negativa y un valor de 0.5 indica que no hay relacién entre el
rasgo y el item.

Rost y von Davier (1994) para obtener una prueba estadistica del Ig; trabajan con

el numerador del Ig; pues es el tnico que varfa. Definen entonces:

N
15 =Y (uij — ug;)b;.

j=1

Se tiene que:

Donde la varianza de un patrén Guttman, anti-Guttman u observado viene dada por:

~ ~ o~ o~

V(uizb;) = V(0;)V (uij) + E(0;)°V (uiz) + V(0;) E(us;)?

con
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C
E(ug) =Y Pij(e)e
Y C
Vi) =Y Pijle)le = B(e)]”
c=0

A partir de esto se obtienen que:

(I — E((Ig:)

Z(1gi) = V)

que tiene distribucién asintética normal tipica.
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2.20.4. Bondad de ajuste del modelo

Queremos ahora comprobar el ajuste del modelo al test completo. Veremos algunos
procedimientos para comprobar esto.

Procedimiento de Andersen (1973)

Propone un estadistico de razén de verosimilitud para el modelo de un parametro.

RL = L(?)\)

- X L) .

donde b es el vector de parametros de dificultad estimados, utilizando el grupo total
de sujetos, l;c el vector estimado a partir de los sujetos en el intervalo k, y L indica las
funciones de verosimilitud.

Cuando el modelo de un parametro se ajusta, los pardmetros de dificultad son inva-
riantes a través de todos los subgrupos, por lo que RL estaréd cercano a 1.

Para probar el ajuste utilizamos G? = 2In(RL) que tiene distribucién x? con (K-
1)(K-2) grados de libertad. Un valor de G? significativamente distinto de cero indica que

el modelo de un parametro no se ajusta bien a los datos.
Procedimiento de Mislevy y Bock (1990)

Proponen el estadistico de razén de verosimilitud:

G?=2%2" uiln Uk
FEITETND

2.134
(z) ( )

donde ug son los patrones de respuestas correctas y P(xy) es la probabilidad marginal
del patron de respuestas.

Este test permite probar el ajuste total en test de hasta 10 items. Sigue una distribu-

cién x? con 2" — mn — 1 grados de libertad siendo m el ntimero de pardmetros.

Procedimiento de Martin-Lof (1973)

126 Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 127 — #143 GF

Martin-Lof (1973, citado en Wollenberg, 1988 y en Rost y von Davier, 1994) propone

una prueba basada en x?2.

K
T =" (d) (Vi)™ (di)

k=1

donde Vj, es la matriz de varianza covarianza condicionada sobre los valores esperados

y dj, el vector de diferencias entre los valores observados y esperados.

donde & = exp(—b) en tanto Yj y Y;! ; son funciones simétricas derivadas en la esti-
macién de méxima verosimilitud condicional.

Procedimiento de Wollenberg (1982)

Wollenberg simplifica el estadistico T obteniendo:

K-1¢
Qw1 = —— qi
i=1

el cual sigue una distribucién x? con (K-1)(K-2) grados de libertad y donde

g = Z([Oik — Eqy)? n [Oir, — Eik]z)
’ p Ei ng — E;
Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 127



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 128 — #144 GF

Procedimiento de Fischer y Scheilblechner (1970)

En este procedimiento se divide el grupo en dos subgrupos. En cada uno de ellos se

estiman los parametros de los ftems y se comparan mediante:

1) _72)
S, = _ b b (2.135)

(S5 = Sl

Luego se utiliza el estadistico

S=>57 (2.136)
i=1

que sigue una distribucién x? con n-1 grados de libertad.
Procedimiento de Reise y Waller (1990)

Proponen utilizar:
n
Q(B) =Y Qs
i=1

donde @) p; es el estadistico de Bock para el item i.

Para el modelo de un pardmetro se puede medir el ajuste global mediante:

Q(2) = Z Q%z
i=1

donde Q3; es el estadistico propuesto por Wright y Panchapakesan (1969).
Este sigue una distribucién x? con (n-1)(K-1) grados de libertad.
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Procedimiento de Yen (1981)

Yen propone seguir los siguientes pasos:

1) Calibrar el test con los modelos de un, dos y tres pardmetros.

2) Obtener para cada ftem bajo cada modelo el estadistico Q1

3) Calcular los valores medios de @1 en los tres modelos.

Si el valor medio en los tres modelos es aproximadamente igual, entonces el modelo
de un parametro es el adecuado. Si es sustancialmente mayor se descarta este modelo y
se procede al paso 4:

4) Se eligird el modelo 2-p si:

las estimaciones de rasgo en los modelos de dos y tres parametros son linealmente

dependientes;
los parametros de discriminaciéon de ambos modelos correlacionan fuertemente;

las correlaciones entre a y b son similares en ambos modelos.

5) Se eligird el modelo 3-p si:

las estimaciones de rasgo en los modelos de dos y tres parametros son linealmente

independientes;
los parametros de discriminacién de ambos modelos tienen baja correlacién;

las correlaciones entre a y b son menores en el modelo 2-p que en el 3-p.

2.21. Modelos no paramétricos clasicos

Las primeras referencias a los modelos no paramétricos fueron de Mokken (1971),
Henning (1976), Niemoller y Van Schuur (1983), Mokken y Lewis (1982), Sijtsma (1988) y
Giampaglia (1990). M4s recientemente hay trabajos de Mokken (1997), Sijtsma(1998,2001),
Molenaar y Sijtsma (2000,2002), Junker (2000) y Junker y Sijtsma (2001).

El tratamiento mateméatico elaborado del modelo de monotonia homogéneo lo po-
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demos encontrar en Holland y Rosenbaum (1986), Holland (1990), Stout (1987,1990),
Junker (1993) y Ellis y Junker (1997).

Una comparacién entre los modelos paramétricos y no paramétricos son comparados
en Meijer, Sijtsma y Smid (1990), y en De Koning, Sijstma y Hamers (2001).

Douglas, Kim, Habing y Gao (1998) dan métodos para investigar la independencia
local, en tanto métodos para investigar CCI no decrecientes desde un punto de vista
practico son dados en Ramsay (1991), Molenaar y Sijtsma (2000) y Douglas y Cohen
(2001).

Consideremos una muestra aleatoria de N sujetos tomados de una poblacién que
responden a n items dicotémicos.

Se supondra que se cumplen los supuestos de unidimensionalidad, independencia local
y que las CCI cumplen la propiedad de monotonia homogénea respecto al rasgo es decir

que para todo iy rasgos 6; y 6,, entonces 0; < 0, si y solo si P;(6;) < Pi(6).

Esta propiedad es equivalente a la llamada propiedad de orden similar que establece
que un conjunto de CCI ordena similarmente a un conjunto de N sujetos con rasgos
01,05, ...,0n sipara algin i P;(0;) < P;(62) < ... < P;(fy) entonces para todo ftem k
P(01) < Pp(62) < ... < Pr(0n).

Estas propiedades son suficientes para tener un orden conjunto de los sujetos respecto
a un rasgo latente, sin embargo no son suficientes para un orden uniforme de las dificulta-
des de lo items. Para esto se requerird una nueva condicién llamada de doble monotonia
o monotonia homogénea fuerte.

Formalmente un conjunto de items homogéneamente mondtonos satisfacen la propie-
dad de doble monotonia respecto a 6, si para todo par de {tems i y j que para algin 6
se cumple que P;(0y) < P;j(y) entonces para todo 6 P;(6) < P;(6) .

Es decir, las n curvas no se intersectan y las CCI se pueden ordenar de tal manera
que P1(0) < Py(0) <...< P,(0) para todo 0. Esto nos permite ordenar los items segin
dificultad.

2.21.1.  Modelo monoétono homogéneo

Este modelo se soporta en las hipétesis de independencia local y monotonia ho-

mogénea.

n
Sea X, = > X, el puntaje total obtenido en el test; los sujetos son ordenados
i=1
mediante este estadistico.

Este modelo mide los sujetos en una escala ordinal formalmente, sea ¢ un valor ar-
bitrario del rasgo y sean 0 < s < t < n dos posibles valores del puntaje total entonces
P> (X1 =s) < PO > (X =t).
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De la anterior se deduce que para 0 < s <t <n E(0|X; =s) < E(f| X+ =1t) la cual
implica que la media del rasgo en el subgrupo de individuos con puntaje t es mayor a la

media del rasgo en el subgrupo que tiene puntaje s si 0 < s <t < n . Podemos a partir

de esto justificar el uso de X = Z X, para ordenar a los sujetos.
=1

También se cumple para 67 < 92 que:

P(X+ > 33|9 = 91) < P(X+ > $|0 = 02)

E(X4]0=6,) < BE(X,|0 = 0,)

Teorema 2.21.1. (Mokken 1971) Si se cumple la propiedad de monotonia homogénea y la
independencia local entonces la covarianza entre todos los pares de items es no negativa.

Demostracién

Sea F'() la funcién de distribucién del rasgo latente y consideremos dos ftems cua-
lesquiera i, j.

Se tiene que:

y P(X; = 1,X; = 1) = [ P,(6) P;(6) dF(6).

Luego, debido a que se trata de items dicotémicos, se cumple que:

C’ov(Xv,X ) P( =1,X,=1) - P(X; =
IRAIC (9 F(§) - fP (0) dF(0) [
3 [ [P:(0) — i(é)][ 5(0) — Pi(§)] dF(0) dF

DP(X;
P;(§) d (
(€)

En la regiéon donde 6 > & ambos términos son no negativos debido a que CCI son
monétonas y en donde 6 < £ ambos son no positivos, luego la covarianza es nonegativa.
0
Rosenbaum (1984) y luego Holland y Rosenbaum (1986) probaron el siguiente resulta-
do (asociacién condicional) bajo las mismas hipdtesis. Si partimos el vector de respuestas
u en dos subconjuntos u; y us y consideremos f, g dos funciones mondétonas no decre-
cientes, entonces Cov(f(Uy), g(U1)|h(Uz2)) >0

También se puede probar que:
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a) Todo par de ftems iy j estdn condicionalmente asociados en todo subconjunto de
sujetos con un puntaje total t en los restantes items.

b) Para todo item i, P; es no decreciente si se toma sobre los subgrupos de sujetos
ordenados en forma creciente en funcién del puntaje total sobre los n-1 {tems restantes.

¢) Lord y Novick, (1968) prueban que la esperanza condicional (respecto de 6 ) del
puntaje total es una funcién monodtona no decreciente.

d) Grayson (1988) mostré que el puntaje total (condicionado a 6) tiene verosimilitud
P(X,=t|0)
P(X;=s0)
X0 es un estadistico éptimo para la clasificacién binaria.

2.21.2. Modelo de doble monoticidad

Este modelo incorpora adicionalmente la hipétesis de no interseccién de las CCI.

monotona o sea 0 < s <t <n es no decreciente como funcién de 6, es decir,

En el caso de ftems dicotémicos tenemos que E(X;|0) = P;(6).

A partir de esto se obtiene, ya que las curvas no se cortan que:
E(X1]0) < E(X,|0) < ... < E(X,|0)

para todo 6. Se dice cuando esto ocurre que los items tienen un orden invariante.

Para poder establecer cudl es el orden de precedencia entre los items, ya que no es
posible observar directamente las esperanzas condicionales, se recurre a la proporcién
de respuestas correctas. Para justificar esto veamos que como en nuestras suposiciones
hemos considerado que el rasgo latente tiene densidad f(6), entonces la proporcién de

respuestas correctas en el item i puede determinarse como:

“+oo +oo
ri= [ p©) so) i = [ B0 16) ds

Si el item i tiene menor o igual proporcién de respuestas correctas que el item j

entonces
+oo “+o0o

=P = [ IRO)-P6) 76) a8 = [ B0~ EC10)] £6) db < 0 de

donde se deduce que si P; < P; y sabemos que los items tienen la propiedad de orden
invariante entonces E(X;|0) < E(X;|6) para todo 6.

Vemos asi que hay dos propiedades de monotonia: una sobre las CCI y otra dada por
el orden invariante.

Veamos que no asumimos nada sobre la densidad f(6), esto implica que si tenemos
dos subpoblaciones con densidades f1(6) y f2(0) el orden de la proporcién de respuestas
correctas en cada subpoblacién es el mismo, lo cual es un resultado relevante.

Mokken (1971) prueba que para todo item i y todo par de items j y k con j<k se

cumple:

P(X;=0,X; =0) < P(X; = 0,X; =0)
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Rosenbaum (1987) probé que si i es méds dificil que k entonces P(U; = 1| X4 (ug)) <

P(Uy = 1|X 4 (uz2)) donde usy es el vector de respuestas en los n-2 ftems restantes.

2.21.3. Estimacion de la habilidad

Para la estimaciéon de las habilidades hay que recurrir a métodos indirectos. Una
primera alternativa es utilizar el puntaje total que con base en las observaciones ante-
riores estd correlacionado positivamente con el rasgo y es un estadistico 6ptimo para la
clasificacién binaria.

Schriever (1985) propone utilizar andlisis de correspondencia multiple. La primera
componente principal de la matriz de correlaciones de los items determina la habilidad

La primera componente puede escribirse como

- —w [1—P
Y = ZO{Z (—1)1 i 7P
i=1 v

donde « es el vector propio del valor propio mayor y afa =1

Lewis (1983) propone un método bayesiano que permite obtener intervalos de con-
fianza para el rasgo y puede ser usado en tests adaptativos informatizados.

Coeficiente H de escalabilidad

Loevinger (1947,1948) propuso el coeficiente H pero no tuvo mayor aplicabilidad hasta
que lo adapté Mokken (1971) para definir una familia de coeficientes que indican la
escalabilidad monétona homogénea para:

a) un par de items;

b) un item respecto a los restantes;

¢) el conjunto total de los {tems.

Consideremos dos {tems i, j dicotémicos, al aplicarse los dos items sobre N sujetos
se obtiene una tabla 2x2 con las posibles salidas. Si mantenemos fijas las marginales
podemos obtener la tabla que produce la méxima covarianza entre los items, luego el
coeficiente H se define como:

Cov(X;, X;) Pj — PPy Py — Py

Hyj = = =1
J COUméX(Xi,Xj) Pl_P’LPj Pz<1_P_])

Donde se utiliza el hecho que el médximo de la covarianza condicionada a las marginales
se da cuando P;; = F;.

Se puede definir H a partir de las probabilidades de error de Guttman.

Consideremos dos items: i, j tal que i<j o sea FP; < P; la probabilidad de error de

Guttman se define como e;; = P(X; = 1,X; = 0) =P — P;; , y el valor esperado del

eij
L

error bajo la hipétesis de independencia es ef; = P;i(1 — P;) . Luego H;; =1 — ¢

ij
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Valores altos de H;; se corresponden con CCI discriminantes ( e;; = 0 ) y valores bajos
con CCI no discriminan (son independientes) en tanto valores negativos contradicen la
monotonia homogénea.

El coeficiente de escalabilidad del {tem i con el test se define como:

) P;;—P; P;
g Cov(X, X7 _ ]%21_( i %) _
T Covmax(Xi,X (") > (Pi—P;Pj)+ > (Pi—P; Py)
> (Pi—Pij)
1 J#i

T T (Pi—PiP)tx (Pi-PiPj)
Jj>1i Jj<z

Finalmente el coeficiente de escalabilidad del test es:

ZCO’U(Xi,X_T_i) Z; (P — Pij)

"= > Covmax (X3, XT7) ST ® PRIt (B PRB)

i >t j<t

Se puede ver facilmente que:

min Hij S Hz S méx Hij
J J

min H; < H <mix H;
% %

min Hi; < H <méax Hi;
1,] 2,]

0<H;<1 0<H;<1 0<H<1

Mokken (1971) propone que una escala es 1til si H es mayor o igual a una constante,
que debe ser al menos mayor o igual a 0.3 y clasifica las escalas como débiles si 0,3 <
H < 0,4 moderadas si 0,4 < H < 0,5 y fuertes si H > 0,5

2.22. Modelo no paramétrico unidimensional
usando regresién no parameétrica

Este enfoque del problema en Psicometria fue introducido por Ramsay (1991) y puede
ser considerado como una técnica del analisis de datos funcionales.

Consideraremos N sujetos que responden a n items dicotémicos o politémicos y quere-
mos estimar el vector de rasgos 6 y las curvas caracteristicas de los ftems (CCI) mediante
estimadores no paramétricos.

Uno de los principales cuestionamientos que se pueden hacer al enfoque paramétrico,
es que la dependencia entre la probabilidad y el rasgo es forzada a ser de determinada
forma funcional y no se toma en cuenta hechos tales como la no monoticidad de los ftems
o desviaciones del formato impuesto. También estd de por medio la complejidad de los
célculos, tanto si se emplea el paradigma de Birnbaum (méxima verosimilitud marginal

con el algoritmo EM) como procedimientos bayesianos.
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En los algoritmos usuales como el Logist (Wingersky, Patrick y Lord, 1988) y Bilog
(Mislevy y Bock 1982) la velocidad de convergencia es lineal y usualmente lenta.

Existen también modelos cuasiparamétricos, los cuales son mas flexibles. Ejemplos de
éstos son aquellos que usan la regresién polinémica, o desarrollos en series de Fourier.

Wahba (1990) propone un modelo parcialmente no paramétrico. Otros trabajos que
apuntan en la misma direccién son los de Levine (1984, 1985), Drasgow, Levine, Williams,
Mc Laughlin y Candell (1989), Ramsay y Abrahamowicz (1989), Ramsay y Winsberg
(1991).

Desde el punto de vista no paramétrico tenemos el modelo homogéneo monétono y
el modelo homogéneo de doble monoticidad. Para ver un desarrollo detallado de estos
modelos para {tems dicotémicos y su extension a politémicos se puede consultar el libro
de Sijtsma y Molenaar (2002) o los capitulos de Mokken y Molenaar en Van der Linden
y Hambleton (1997). La fortaleza de este acercamiento se ve disminuida al no dar los
autores un estimador de las Curvas Caracteristicas del Ttem (CCI).

Asi pues, Ramsay (1991) propone no sélo estimar el rasgo no paramétricamente, sino
utilizar los métodos de regresién no paramétrica mediante nicleos para obtener una
estimacién de las CCL.

Este método tiene varias ventajas: la primera de ellas es la no imposiciéon de ninguna
restriccién sobre la forma funcional de las CCI, y ademés, el método de estimacién es no
iterativo y muy fécil de programar.

Es de destacar que, para obtener la estimacion del rasgo, debe conocerse su distribu-
cién, pero si se ignora, lo que se estima es una transformacién del rasgo dada por F'~1(©)
que tiene distribucién uniforme en [0,1]. Esto no constituye una limitacién, pues como
lo expresa Ramsay (1991): «en el contexto del andlisis de {tems, un test no puede pro-
porcionarnos mas que informacion sobre el orden de los examinados». Esto es conocido
como la pérdida de la identificabilidad.

Sea Pj,, () la probabilidad que un examinado con nivel de rasgo 8 seleccione la opcién
m del ftem jcon j=1,...,nm=1,..., M;.

Consideremos N sujetos examinados, entonces tenemos determinadas variables indi-
cadoras inm, que valen 1 si el sujeto i eligié la opcién m en el item j, y 0 en caso contrario.
O sea, Pj;,(8) = P(Yj, = 1|0 =0).

Como dijimos, veremos un enfoque del problema simple de entender, facil de progra-
mar, no iterativo, rapido, y eficiente.

Ademas, estas técnicas permiten tener herramientas de la Teoria de Respuesta al [tem
(TRI) para situaciones de muestras de tamano moderado.

Ramsay (1991) plantea, a los efectos de la estimacién de las curvas caracteristicas, la
utilizacion de la regresion no paramétrica.

Debido a que la regresiéon no paramétrica entre dos variables X e Y supone el co-
nocimiento de ambas, y en nuestro caso se desconoce la variable 6, el primer paso que

Ramsay (1991) se plantea es el de estimar los rasgos 6. Para ello, supone que éstas tienen
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alguna distribucién conocida F(0).

Consideremos un estadistico T y sean T; los valores de los sujetos. Sea r; el rango del
i-ésimo individuo. Para cada valor r; consideremos la quartila g; respecto a alguna distri-
bucién. En general, se usa la normal tipica, y si consideramos el rasgo como proporciones,
se puede usar la distribucién beta, por ejemplo, la distribucién B(2.5,2.5).

Con base en el valor de T; se ordena a los individuos, obteniéndose ahora los patrones
de respuestas ordenados. Se estiman los Pj,, mediante regresién no paramétrica entre las
variables binarias Y](:,z y el vector de rasgos 0/\1 =q1,. 0/;/ =qn.

Se suele utilizar como estadistico el puntaje total, pero Ramsay (1991) propone un
estadistico alternativo.

Sea.

Wim = logit(P( )) Zogzt(P(zs))

jm

donde P(75)) Pj(ff )) son las proporciones de examinados que caen en el 25 % superior
e inferior de la distribucién de los puntajes totales de quienes eligen la opcién m en el
item j.

Entonces utiliza el estadistico:

Ti= Y Yol Wi

o sea, T; es la suma de pesos para las opciones actualmente elegidas. Este estadistico
tiene la ventaja de que produce menos empates y usa informacion sobre la eleccién de
alternativas incorrectas.

El estimador por nicleos de P(0) es el promedio ponderado.

1
= wi(0)Y})) (2.137)
i=1

donde las ponderaciones w;(#) son definidas para que sean méximas en 6 = ¢;, y que
decrezcan a cero cuando crece |g; — 0].

Los pesos w;(#) se definen a partir de los nicleos K (u) como:

w; () = EK(G(’Z)Q) (2.138)
k
Luego,
N 3,—6\y(4)
ﬁjm(9)=zi KO Yo (2.139)

Sl K (20)

donde el denominador es la estimacién de la densidad de las ¢;. Esto implica que,

como la distribucién es conocida, se podria reemplazar el denominador por esta densidad
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conocida. Esto podria ocasionar valores de P levemente fuera del intervalo [0,1], pero
esto puede ser corregido.

Como la diferenciabilidad de P depende de la diferenciabilidad de K, es ventajoso
usar los nicleos cuadréticos o gaussianos, por ejemplo, si queremos estimar la funcién de
informacion del test.

El pardmetro h de ancho de banda debe ser elegido adecuadamente. Si h disminuye,
también disminuye el sesgo, dado que sélo pocas observaciones muy cercanas a 6 son
efectivamente ponderadas, pero crece la varianza. Si h crece, disminuye la varianza, pues
se ponderan mas observaciones, pero aumenta el sesgo.

En Hardle (1990) se dan varios procedimientos para elegir la ventana éptima a los
efectos de minimizar el error cuadratico medio o funciones de éste.

Es interesante independizarse de la posible distribucion del rasgo, ya que ésta, usual-
mente, es desconocida.

Notemos por un momento al rasgo como 7 y supongamos que tiene distribucién F.
Sabemos que F'(7) se distribuye uniforme [0,1]. Por lo tanto, prodriamos estimar en vez
de 7 una transformacién monétona de ella § = F(7).

Asi pues, se puede suponer que el rasgo tiene distribucién uniforme, y entonces, este
rasgo se estima mediante la proporcién empirica.

Si conocemos la distribucién F del rasgo, obtenemos la escala original, mediante 7 =
F~1(0), que tiene distribucién F.

Teniendo en cuenta esto, sea para un test de tamano n Unﬁl, ety Un’ N, las proporciones
de respuestas correctas para cada sujeto, y sea U, —;1,....,Un —in, la proporcién de

respuestas correctas sin considerar el item i.

Tenemos:
T = Zn:y (2.140)
n,k — E : n,j,k .
j=1
— 1 n
Un—ik = — Z 'Yn,j,k (2.141)
J=1j#1

Notaremos por F;, y F,, _; las distribuciones de Un,k y ﬁm_i,k respectivamente.

A los efectos de romper los empates, a cada U,, _; . se le agrega una variable aleatoria
Wy —ik, con distribucién uniforme en [0,1/n-1], para obtener una sucesién sin empates
. _

U

*
n—i1s s Uy 4 N5 COMO:

—%

U = Un,—i,j +Wn,—i,j (2.142)

n,—1,])
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. = joay . . . ) TT Tk
Podemos definir Fiy —; y G, —; como las distribuciones empiricas de Uy, —i j y U,, _; ;

respectivamente, o sea:

= Up_ij<z:j=1,..,N
FN,—i(Z‘) — #{ n,—,j —?‘V J ’ ’ } (2143)

. U . . <z:j=1,..,N
Gy —i(z) = #Un iy < fv J ) (2.144)

A partir de éstas se puede calcular el percentil empirico para cada sujeto.

Gn—i(Uy 1) eees Gr iU i ) (2.145)

Si suponemos que la variable latente tiene distribucién F, como ya dijimos, se con-

vierten estos percentiles a la escala del rasgo mediante:

~

O —io=F Gy (U _i1) (2.146)

Nosotros, por esto, consideraremos que F es la uniforme en [0,1] o sea, finalmente,

~ =%

On,—ie=Gn—i(Uy _is) (2.147)

Se estima la curva caracteristica del item como:

N 0—8, _;
e K== )Yk
N e_é\n —i,k
D K(—57)
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A los efectos de obtener estimadores ordinales del rasgo, se utilizan todos los puntajes
de los items y no se rompen los empates. Se usa la proporcién de respuestas correctas

Uy, y entonces,

Onie = F~ (Fn(Un i) (2.149)

Como queremos obtener la consistencia conjunta de las CCI y de los pardametros del
rasgo, se requiere que el tamano muestral y la longitud del test crezcan juntos. Douglas
(1997) hace una demostracién de esto en un excelente articulo.

Consideremos primero un test de n items, administrado a NV, examinados, elegidos
al azar. Se estiman las CCI de los n {tems y los N,, rasgos. Entonces ahora, se considera
un nuevo test de n + 1 items, que no necesariamente contengan los n anteriores, y se
administra a N,4+1 examinados.

Pretendemos hacer la estimacion para cada fila en el arreglo triangular asi obtenido.

La teoria asintdtica estudia la adecuacién de las curvas caracteristicas del item y de
los estimados del rasgo a medida que n tiende a infinito.

Tenemos entonces la sucesion de test:

P7L,17Pn,27 LERE Pn,n
Pn+1,1a Pn+1,2a .. ,Pn+1,na Pn+1,n+1
Poio1, Pot22, s Poyont1, Pntong2

Sucesion de rasgos:

Gn,ly 0n,2a ) an,Nn,
9n+1,1; 07L+1,27 ceey 0n+1,na 07L+17Nn+1
0n+2,1a 0n+2,2a vey 0n+2,n+17 0n+2,Nn+2

Cada test viene identificado por sus curvas caracteristicas de los items P, ;. Para
cada curva P, ; se necesita construir un estimador P, ; y similarmente construiremos
estimadores 6, ;; de los rasgos 6, .

Notemos por P,, a la curva caracteristica del test, o sea,
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2.22.1. Hipotesis

A los efectos de obtener la consistencia de estas estimaciones, Douglas (1997) asume

ciertas hipotesis sobre los items, las CCI, los tamanos muestrales IN,,, los nucleos y los

anchos de banda h,,.

1.

2.

10.

Independencia local y unidimensionalidad.
O tiene distribucién uniforme (0,1).

P:L existe en (0,1) y existe un ntimero m tal que 0 < m < P’,(#) para todo
6 € (0,1).

Existe C' > 0 tal que np,; < C para todo k donde p,, = P(U, = k).
Existen constantes My y My tal que Mpn3/? < N, < Myn".
P}, ; existe y es continua en (0,1) para todo n,i.

Para cada intervalo compacto [a, b] C (0, 1) existe una constante M, ; tal que para
todo 0 € [a,b] n y todo n, i [P}, ;(0)] < Map.

K tiene soporte acotado, en particular existe una constante C, tal que K(x) > 0,
cuando |z| < Ck y K(z) =0, cuando |z| > Ck.

K es Lipschitziana de constante Lg.

Existe un nimero « € (0,1/2) y ntimeros positivos L, y U, tal que para todo n,

Lon~% < h, <Usn=®

2.22.2. Consistencia

A partir de estas hipdtesis se obtiene primeramente:

Teorema 2.22.1. Dadas las hipotesis Al a A7 mazj—1._jn | On; — On,; |— 0 con proba-
bilidad 1.

También se obtiene un resultado sobre el error cuadratico.

Teorema 2.22.2. Dadas las hipdtesis 1 a 10 para 0y € (0, 1) fijo

maz{ECM (P, ;(00)): 1 <i < n} < O(n"3%) (2.150)

donde « es la constante de la hipotesis 10.
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Definiendo

57L,a,b = Sup96(a,b)max1§i§n ‘ ﬁn,z(e) - Pn,z(a) ‘

se obtiene:
Teorema 2.22.3. Dadas las hipdtesis 1 a 10, 4y, 4.5 — 0 si n — 4-00 con probabilidad 1.

Finalmente prueba la conistencia conjunta pues a partir de los teoremas 2.22.1 y
3.1.18, y notando que la probabilidad del conjunto donde falla esta convergencia es la

unién de dos conjuntos cada uno con probabilidad 0.

Teorema 2.22.4. max{A,,,y qp} — 08l n — 400 con probabilidad 1.

2.23. Modelos paramétricos multidimensionales

Considérense dos vectores de variables aleatorias v y n de dimensionesn x 1y p x 1,

respectivamente. Sabemos que:

Prtv=w = [ [ glv=uly=m st

donde u y h son dos realizaciones de las variables v y 7 , respectivamente, f(h) es la
funcién de densidad de las variables aleatorias 1 y la integracién se realiza con respecto
a 7 . Se denominan modelos de rasgos latentes multidimensionales a aquellos modelos en
los que:

a) Las tinicas variables que pueden ser observadas son las v , mientras que las variables
aleatorias 77 son inobservables y se asume que son continuas.

b) Las variables v son independientes entre si para un valor fijo de la variable n , di-
gamos 1) = h . Es decir, las variables v son condicionalmente independientes o localmente
independientes.

La primera parte de la definicién de los modelos latentes implica que el drea de
integracién p-dimensional R viene dado por el producto de p intervalos R; = (—o0, 00).
La segunda parte de la definicién implica que podemos escribir:

glv=uln =h)= 10 g(vi = wi|n=h)

I

=

y por lo tanto, podemos reescribir como:

Priv=w= [ [ o =uly =mpsman= [ [ It gvs=uiln=1) r)an

En la ecuacién anterior es necesario especificar lo siguiente:
a) la dimensionalidad del vector de variables latentes, p;
b) la expresién de la funcién g(v = u|n = h);

c) la expresién de la funcién de densidad f(h).
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La finalidad dltima de los modelos de rasgos latentes es la de ofrecer una represen-
tacion parsimoniosa de datos multivariados. Es decir, estamos interesados en hallar un
modelo del tipo anterior que nos proporcione una adecuada representacion de los datos
en tan pocas dimensiones como sea posible. Ademdas deseamos que p sea menor que n, a
ser posible mucho menor que n.

Los modelos de rasgos latentes son un conjunto amplio de modelos entre los que se
encuentran:

* el modelo del factor, que es un modelo de rasgos latentes caracterizado por asumir
que las variables observadas son continuas, que las funciones g(v = u|n = h) son lineales
y que la funcién de densidad de las variables latentes f(h) es multivariada normal;

* y los modelos de respuesta a los items que son aquellos modelos en los que las deméds
funciones g(v = w|n = h) son no lineales.

Como vimos en los capitulos anteriores existe una amplia literatura sobre modelos
unidimensionales de respuesta a los items, es decir, con una unica variable latente, p=1.

Se han propuesto modelos multidimensionales para datos dicotémicos y para da-
tos policotémicos ordenados y se dispone de métodos de estimaciéon implementados en
programas comerciales para este tipo de datos. Pese a que se han propuesto modelos
multidimensionales para datos policotémicos no ordenados (Takane y de Leeuw, 1987)
no se han implementado atin procedimientos de estimacién de dichos modelos.

En la literatura de TRI se denominan funciones de respuesta a la opcion i de un item
a la probabilidad condicional: g(v; = u;|n = h) = Pr(v; = u; |n = h). En los modelos
paramétricos, estas funciones se expresan como una funcién de una o mas constantes que
deben ser estimadas a las que se puede asignar una interpretacion psicoldgica. A estas
constantes se las denomina parametros. En los modelos no paramétricos los pardmetros
que aparecen en las funciones de respuesta a las opciones de un item carecen de inter-
pretacién. No se ha propuesto hasta el momento ningin modelo multidimensional de
respuesta a los items no paramétricos.

Durante anos, los efectos de los items y los efectos de las variables latentes han sido
tratados como efectos fijos en la literatura de teoria de respuesta a los items. En este en-
foque se especifica una funcién paramétrica para cada una de las funciones de respuesta
a las opciones a un item y se asigna un parametro a cada sujeto. El objetivo es entonces
estimar simultdneamente los parametros asociados con los items y los pardmetros aso-
ciados con los sujetos. Sin embargo, tal como notaron Neyman y Scott (1948), dado que
los parametros asociados con los sujetos aumentan en nimero conforme se incremente el
tamano de la muestra, las deseables propiedades asintéticas de los estimadores de maxi-
ma verosimilitud o minimos cuadrados generalizados no se cumplen. Para resolver esto
Bock y Lieberman (1970) propusieron considerar a los items como un efecto fijo, pero
a las variables latentes como un efecto aleatorio. En tal caso, se estimarian los parame-
tros asociados con cada uno de los items, pero unicamente se estimaria la distribucién

(o densidad) de los pardmetros asociados con los sujetos. La conceptualizacién de los
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modelos de rasgos latentes como modelos mixtos es la utilizada por Bartholomew (1987),
McDonald o Holland (1990).

2.23.0.1.  El modelo de respuesta a los items multivariado normal
para variables dicotémicas

Cuando las variables observadas son dicotémicas, v; = {0, 1}, y la funcién que modela
la probabilidad de respuesta es la funcién de distribucién de la normal esténdar, ®(e) |

las funciones de respuesta a las opciones a un item vienen dadas por:

, 1 a7+B:h yQ
PI‘(V,Lzl‘T] :h):(I)(al —|—ﬁlh): \/72?/_00 exp <_2) dy

Pr(v;=0|n =h)=1—-Pr(r;=1|n =h)

donde «; y B; son el intercepto y vector de pendientes del item i y se asume que los
rasgos latentes siguen una distribucién multivariada normal. Es decir , f(h) = @(h) ~
N(0,®) donde p(e) denota una densidad multivariada normal, y ® es la matriz de co-
rrelaciones entre los factores.

Dado que podemos escribir:

Pr(v; = w; |y = h) = [Pr(v; = Llp = B)]" [L = Pr(v; = 1|y = )]*™

V; = {0, 1}

Sustituyendo obtenemos:

Pr(v =u) = /'R'/ili [Pr(v; =1|n = )] [1 = Pr(v; = 1|n = h)]' " @(h)dh
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Las ecuaciones anteriores definen el modelo normal para datos dicotémicos.

Existe una forma alternativa de derivar el modelo normal. Considérese un vector de
variables y de dimensiones n x 1 que sigue el modelo del factor comin, y asimase una
densidad multivariada normal para y. Por tanto, la densidad marginal de y viene dada

por:
F(y) ~ Ny, 3 ) = N0, AN + W)

y la densidad de y condicionada a un valor fijo de n es g*(y = y* |n = h) ~ N(Ah, ),
donde A es una matriz de cargas factoriales, ¥ es una matriz diagonal de varianzas
residuales y ® es la matriz de correlaciones entre las variables latentes o factores. Las

variables aleatorias y y nnosondirectamenteobservables, inicamenteobservamos

I st y=>m .
v; = ) t=1,...,n
0 si y,<m

donde el vector de parametros 7 se denominan umbrales.

Dado que las variables observables son dicotémicas, las varianzas de las variables y
no son identificables, por lo que es habitual fijar su valor igual a la unidad, es decir,
diag(ADA' + U) = 1 mediante ¥ = I — diag(ADA')

Las ecuaciones anteriores implican que:

Pr(v = u) z/é;/f*(y)dy

donde f*(y) es la densidad multivariada y R* es un drea n-dimensional de integracién

dada por el producto de intervalos:

R = (1400) si. v, =1
(—o0,73) st ;=0

El modelo especificado utilizando es equivalente al primero, pues podemos escribir:

Prv =) = [ [ £y =
/R/ [/g/ﬂyzy* n =h)f(h)dh} dy =
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/R;/f(h) [/-R-/g*(y—y*n —h)dy] dh

/é;/g*(y:y* == H/ 9" (g =y In = h)dy: =
R;

=1

0o v; 00 1—v;
I V g (wi=vyiln= h)} {1 */ g Wi=yi|n = h)dyv:]

i=1

Operando,

3

Dado que la funcién de densidad de y condicionada a 7 es normal, hallamos que las

funciones de respuesta a las opciones son:

Pr(v; =1|n=h) = Pr(y

n>n)=/ 9 (i = y; In=h)dy; =

i

. /OO 1 (yl_/‘ym—h)Q
= exp |- | ——— dy;
V2o n=h Jr: [ 2 Oyiln=h '

donde
fyiin=h = Aih
in|n:h = \Ijz = 1/ 1-— )\;(I))\z
Usando el cambio de variable z; = yb;“‘yi”":h tenemos que dy; = oy, |, = d2; , y cuando
Yiln=

’
Tlf)\lh

D= T, 2 = e or lo que
y’L 19 1 m?}" q

> i = Ah —7; + Ah
Pr(y; =1 hz/ , )dzi=1-0 | ——2 | =@ | ——Z
( by = | s #E) < 1—A,<I>Ai> < 1—A,<I>AZ->
Vi-xiex; g i

Las ecuaciones se relacionan por:

-7
0 = ————
V1I=XNoN
Y A
Bij = ”

V1= XD\

o sea, ambas ecuaciones son diferentes parametrizaciones del mismo modelo.

De igual forma que en el caso unidimensional del anterior modelo podemos deducir
el modelo logistico multidimensional quedando
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elalf;+d;)
P(Ul] =1 ‘ ai,di,ci,ﬂj) = C; + (1 — Cl)m

donde t indica el vector traspuesto.
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Capitulo 3

Modelo no paramétrico multidimensional

3.1. Introduccién

Presentaremos un modelo no paramétrico multidimensional basado en nticleos. Aqui se
utilizara el estimador de regresiéon no paramétrico con variables independientes multidi-
mensionales. Si bien es natural pensar en aplicar un estimador semejante al unidimensio-
nal para items multidimensionales, la mayor dificultad se encuentra en estimar el rasgo,
ya que éste ahora es un vector. Se necesitan tantos estadisticos para ordenar a los sujetos
como rasgos y esto presenta complicaciones técnicas. En el caso unidimensional se utili-
zaba el promedio o el puntaje total, pero en el caso multidimensional no aparece claro
cémo deben ser los estadisticos.

Nos proponemos ahora encontrar las condiciones que deben cumplir dichos estadisticos
para que la estimacion sea consistente.

A los efectos de estimar cada componente de este vector que representa un rasgo es-
pecifico, utilizaremos estadisticos para ordenar a los sujetos y asi tomar como estimacién
de ese rasgo en cada sujeto el cuartil empirico correspondiente.

Consideramos ahora que el rasgo es un vector aleatorio en R?
0 =(04,...,0y).

Propondremos un método general para estimar el rasgo y un estimador para la curvas
caracteristicas del item.

Veremos las condiciones que deben cumplir los estadisticos para obtener estimaciones
consistentes del rasgo y la relacién entre el tamano muestral N y la cantidad de {tems n
para obtener estimaciones consistentes de las CCI.

Sea (£2, A, P) un espacio de probabilidad y consideremos sin pérdida de generalidad
que el rasgo latente O tiene distribuciones marginales uniformes U[0, 1].

Es claro que todo lo que deduzcamos para este supuesto funcionard para cualquier
tipo de distribucién marginal.

Consideremos una sucesién de funciones vectoriales, Borel medibles, g, en R™ a va-
lores en [0, 1]¢ .

Sea gn, la componente 1-ésima de gy, para £ € R" gn(z) = (gn,1(x), ..., gn.a(x)).

Consideremos un test de n items contestados por N sujetos y las variables aleatorias
dicotémicas X; , i = 1,...,n , k = 1,...N que indican la respuesta del k-ésimo sujeto al

i-ésimo item. Estas variables dependen de d rasgos latentes (0;) y sea X = (X1, .., X,,) el
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vector aleatorio que indica las respuestas a los n items. Especificamente, Xy indicard el
vector de respuestas del sujeto k.

Supongamos que las funciones g, ;(X) son independientes de 01, ...,0;_1,041, .., Oy
para todo 1 <[ < n.

Definamos la sucesién de funciones {G,, } : RY — R? tal que para cada z =

(z1,...,z4) se tiene:

Gy, (2) = (P(gn1(X) < 21,y P(gn,a(X) < 24)) (3.1)

También tenemos las empiricas:

N
= g (X) <} D0l X{gna(Xo)<a}
Fyu(z) = N = N

conl=1,..,dy definamos la funcién:

Gn (21, q) = (Fya(21), .y Fxa(24)) (3.2)

A partir de lo anterior, para estimar la componente I-ésima del rasgo se utiliza la
funcién g,,; para ordenar los sujetos. Luego tomamos la funcién de distribucién empirica,
es decir,

O, = Gn(gn(X)) (3.3)

Notaremos ademas por:

Fnl(x) = P(gn,l(X) <)

Antes de continuar, veamos algunos resultados sobre desigualdades de concentracion,
que daremos sin demostraciéon y nos ayudaran en lo que sigue. Para una descripcién
detallada de estos resultados recomendamos ver el excelente trabajo de Boucheron, Lugosi
y Massart (2003).

Consideremos un conjunto X' y g : X — R una funcion medible.

Sea Z = g(Xi,...X,) donde X3,...X,, son variables aleatorias independientes (no
tienen por qué ser idénticamente distribuidas) que toman valores en X. Consideremos
E(Z)y E{(Z)=E(Z| X1, Xi—1, Xigx1..Xp).

Sea X1,..X/ una copia independiente de X1,...X,, y Z; = 9(X1,., X}, .. X»).

El primer resultado que se obtiene es:

Teorema 3.1.1.

V(Z) <Y ElZ - Ei(2))’]
i=1
y de éste resulta:
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Teorema 3.1.2. Desigualdad de Efron-Stein.

V(Z) <

N =

Y Elz-2)%
i=1

Definicién 3.1.3. Diremos que una funcién g : X™ — R tiene la propiedad de diferencias

acotadas si existen constantes no negativas cy, ..., ¢,, tales que:

Supxl,...,acn,.r;EX | 9(9317 vy Ly ..737,”,) - g(zla "717/1'7 "axn) |S Ci

para 1 < ¢; < n.
Para funciones de diferencias acotadas se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.1.4. Si g tiene la propiedad de diferencias acotadas con constantes cy, ..., cy,

1.,
V(Z) < 5201

i=1
A partir de la desigualdad logaritmica simétrica de Sobolev, debida a Massart (2000),

se prueba que:

Teorema 3.1.5. Si existe una constante C positiva, tal que, casi seguramente

n

Y (z-z)<cC

=1

entonces para todo t > 0
2
P[| Z - E(Z) |> 1] <270
Para las funciones de diferencias acotadas se tiene el corolario:

Corolario 3.1.6. Si g tiene la propiedad de diferencias acotadas con constantes ci, ..., ¢,

entonces,

+2

P(|Z—-E(Z)|>t] <2 *Timiet

Esta cota puede ser mejorada y McDiarmid (1989) prueba que, bajo las condiciones
del corolario 3.1.6,

2¢2

P|Z-E(Z)|>1] <2 Tz
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En realidad, tampoco es necesario que g sea de diferencias acotadas, pues se puede
aplicar el teorema y obtenemos:

Corolario 3.1.7. Si para g existen constantes cy, ..., ¢, tales que:

n n
SUPzq,...xp 2!, ), Z | 9(9317 <L, xn) - g(zl, ZE,/L, zn) |2§ ZC?
=1 =1
.2

P[| Z-E(Z)|>t] <2 *Tid

Esta ultima es una condiciéon mucho mas débil.

Definicién 3.1.8. Diremos que una funcién f : V — R™ con V C R" acotada es de
Lipschitz si existe una constante K > 0 tal que:

[ f@) =) s Kllz—y|Ve,ycV

Si f es una funcién de Lipschitz podemos definir:

[ f(2) = fly) |l

oy =K > 0 @) = f@) |< K o=y | Vay € V)

(3.4)
Si tenemos una sucesién {f,} de funciones de Lipschitz tendremos definida también

L = supszyzyev

la sucesién {L,} de constantes definidas por 3.4.
En nuestro caso, trabajaremos con funciones de distribuciéon empiricas las cuales no
son de Lipschitz, ya que son funciones escalonadas.

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.1.9. Una sucesién de funciones f, : V — R? con V C R* acotado cumple
la propiedad (P) si existen sucesiones L, y 7, > 0 tales que: existen § > 0y A > 0 tal
que § < L, < X\ para todon y

’Yn—>0

[ (@) = fa(@) 1< Lo | 2 =y || Y2,y € V.
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Por ejemplo, si tenemos n variables aleatorias Bernoulli X; y consideramos el prome-
- X m X
dio X = 727’:"1 .

Si se cumple que para algin K > 0, nP(>_;_ | X; = k) < K, (esta condicién implica
que el histograma estd uniformemente acotado) entonces para 0 < z < 2’ < 1, la sucesién

de funciones de distribucién de X cumple la propiedad (P).

[nz’] n nz’

Fo(@) = Fu(x)= Y PO _ Xi=k< > g:

[na’]
k=[nz]+1 i=1 k=[nz]+1

= B ) < B — o) 4 1) = K[ - ) + = K@ — )+

=

3
3
3=

Consideremos ahora como estimador la media ponderada X = Z?:l w; X;.
Representemos por (Xf, e ,Xij, ..., XJ)j=1,...,2" las posibles enuplas de valores

que pueden tomarse y sea I, = min;p | Y2, wi( X7 — XFY |

Si w < K entonces,

Fo(a) = Fu(z) = Y PO _wiX;=k) < KI(

ke(z,x’]

+1) =K —x)+ 1,

. Luego si

se cumple la propiedad (P).

Observemos también que si X, es una sucesién de variables discretas con funcién de
distribucién F), y si existen sucesiones f(n) >0, g(n) > 0y h(n) > 0 y constantes K;
y K> tales que:

Ky
supk{P(X, = k)} < 7o)
con k € Rec{X,}, paratodo 0 <z <2’ <1
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Z X(w,x’](k) < KQQ(TL)(Z/ - (ﬂ) + h(n)
k€Rec{X,}

con % —0Oyparaalgin § >0y A > 0; < % < A para todo n entonces:

Fo(2') = Fu(z) < supf P(Xo = K)} > X (k) <

k€Rec{X,}
Ki1Kpg(n) h(n)
f T )

lo que implica que F,, cumple la propiedad (P).

También tenemos que:

Lema 3.1.10. Consideremos una sucesién de estadisticos X,, con funcién de distribucién
F,, que converge completamente a F', la cual es lipschitziana de constante L. Entonces

F,, tiene la propiedad (P).

Demostracién:

Consideremos 0 < z < 2’ < 1.

| Fun(2') = Fu(2) |<] Fu(2') = F(2') | + | F@') = F(2) | + | F(z) = Fu() [<

<Llz—a' | +2sup|F,(z) — F(z)|

Como |F,(x) — F(x)| estd acotado para todo x, notemos por

Yn = sup,, |Fn(z) — F(z)| entonces,

| Fn(2') = Fu(2) [S L[| 2 — 2" || 427
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donde ,, — 0 pues F;, — F completamente.
Si tomamos como estimador la media ponderada X = Z?:l w; X;. donde las X; son
variables aleatorias iid.

Sea .
T
i=1
Utilizando el resultado de Fisher (1992) tenemos que si:

1 a
limsup —f{n: — <t} < oo
t—oo { w% }
entonces,
Sn

NG

converge en distribucién a la normal tipica de donde las distribuciones de:
K3
> x
i=1 v
tienen la propiedad (P).
Weber (2006) obtiene resultados combinando condiciones de integrabilidad de las

variables aleatorias y condiciones sobre los pesos mas débiles.

Consideremos de ahora en adelante en R® la norma:
[z]| = mazi=1.. |z

Lema 3.1.11. Sea G, (z) definida por 3.1. Supongamos que para las funciones g, ; existen
constantes ¢y 1.1, ..., Cn,i,n tales que:

n n
SUDg, .z ., Z | gna (w1, 4,y ) — gna(@1, 0, 2y |P< Zci,m (3.5)
=1 i=1

paral <[l <d

Supongamos, ademads, que las F), ; correspondientes cumplen la propiedad (P), (L, y»)
para toda l con 1 <[ <n.

Entonces para ¢ > 0:

(e=vn)?

P(|| Gy, (gn(X)) = Gy, (E(ga(X))) [|> €) < S0, 2 AT

En particular si ¢, = maxi<j<d,1<i<n Cn,i,i

_(e=m)?
P(|| Gy, (9n(X)) = Gy, (E(gn(X))) [|> €) < 2de *+anen
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Observacion: En el caso unidimensional

gn(T1, ..., @y) =T = ==—

Ahora | gn (21, .24, - n) — gni(x1, .25, . 2p) |= % entonces

n

n
1 1
Supwl,“,wn,w’l,..w; E | gn,l(xla <L, xn) - gn,l(mla 1‘27 xn) |2§ § ﬁ - ﬁ
i=1 i=1

luego,

(e—£)2

P(|| Gy, (92(X)) =Gy, (E(ga(X))) I> ) = P(I| Gy, (X) =Gy, (X)) [[> €) < 26 7" =2~

Demostracién:

P(|| Gy, (9n(X)) = Gy, (E(gn(X))) [|> €) <

< P( gn(X) = Blga(X)) [|> =) =

€—"Tn
= P(maz1<i<a | goa(X) = B(gaa(X) |> —2%) =
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=3 [ P na(X) ~ Blgna(X0) 1> 2 0 = 0)fo(0)ad <

(e=vn)?

d
< E %2e 4L221"1'3111

Si ¢, = maxi<i<d,1<i<n Cn,l,i, €NtONCeS,

(e=vn)?2 m>2 (e=vn)?

d
Pl Galan(X)) = GulBlan(X)) [ ) < 32 % = 20”3058

Lema 3.1.12. Si para toda funcién g,; 1 < [ < d se cumple la condicién dada por la

ecuacion 3.21, y ademads,

OE(gn1(X)|O1)

36, > M, > 0. (3.6)

Sea \,, una sucesién positiva que tiende a 0, tal que para 0 < o < 1/2méx; (37, Ci,l D)=
O(\,) entonces para todo 6 € [0, 1]¢:

| Gy, (E(gn(X)|© =0)) =0 [|[< Ay (3.7)
Demostracién:

Sea © = (@1, ~-~7@d) y 0= (91, ...,Gd).

Tenemos que:

Gy, (E(gn(X)|© = 0)) =
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—@
= (P(gn1 < E(gn1(X)|© = 0)), ..., P(gn.a < E(gn,a(X)[© = 0))) =
= (P(gn,1 < E(gn,1(X)[O1 = 01)), ..., P(gn.a < E(gn,a(X)|Oa = 0a)))
Luego,
| Gy, (E(gn(X)|© =0)) =0 ||=
= mari1<i<d|P(gn1 < E(gn1(X)|0; = 6;)) — 6]
Trabajando con la componente 1-ésima y considerando que las marginales son unifor-
mes:
P(gni < E(gn(X)|©; =6,) =
1
— [ Plant < ElguaX)l00 =) | 01 = 67))a5; =
0
0+ 2
— [ Plows < Blgau(X)ler= )| 0= 67))8; +
0
1
[ Plons < Elgai(X0)[00 =60 | € = 67)dt; <
01+-3+
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Tenemos que:

E(gn,1(X)[©1 = 61) — E(gn1(X)|©:=6;) <0

pues E(gn,1(X)|0;) es creciente.

Ademas,

E(gn1(X)1©1 = 6;) — E(gn(X)|O1 = 0,) =

O0E(gn,1(X)|0O1)

* )\n
a6, 1(e) (0] —61) > My~

=

con ¢ € (6;,6]), de donde

Gn i (X) = E(gn(X)|©; = 0) < E(gn1(X)|0; = 0;) — E(gn,1(X)|O; = 0})

si y solo si

An
| gn,1(X) = E(gn1(X)|©1 = 0]) |> E(gn1(X)|01 = 0]) — E(gn1(X)|0; = 6;) > M=

Luego,

/9 P(gna(X) < E(gna(X)[01 = 01) | ©; = 7)) do; =

An
1+3
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- /@ PGt (X)—E(ga (X)]©) = 05) < E(gas(X)]O1 = 00)— E(gn1(X)[01 = 07) | O = 7))d6 <

A
1+

1
An *\ 10%
< [ PU9a(X0) ~ Elgai(X)l01 = 67) [> M- | € = 67)db; <
6

_ MZEA2 A
< 2 1657 e} 1 (]_ -0, — l)
2
De esto obtenemos que:
A MZAZ I\
BT
P(gn,l < E(gn7l(X)|@l = 91)) < 91 + ?n 4 % 1635y eh i (1 — 91 _ 7”)
A _ MZZ
P(gn1 < E(gn(X)|0; =60)) — 0, < 7n 4 9e Tl
para todo [ con 1 <[ <d.
Asi pues, como
n o
mléx(z ci,l,i) =0(\n)
i=1
con 0 < a<1/2,

existe K, tal que

’ o

max; (Z?:l ci,l,i) <K
An
entonces para todo 1, tenemos
1 n
An > }(Z cn1i)®
i=1
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de donde
MEX, M? =2 \zaoi
16>, 2, ~ 16K2 Q)

i=1
A partir de esto
)\2
2 1
e 1621 1 <e” 16K2(Zz 160007
y luego

2 1
16K§(ZL 1 ’Vlll) T

o 2!

i=1"n,lz

yaque2a—1<0y > ¢, — 0.

Asi pues para n suficientemente grande

Ml>‘n
%2¢ TRy <>\?"

Entonces para n > ng:

P(gn1 < E(gn (X)|[©1=01)) — 0, <\,

Teorema 3.1.13. Supongamos que se cumplen las hipétesis del lema 3.1.11 y del lema
3.1.12para0 < a < 1/2

Tn
- —0
méx; (377, C?L,l,z’)a

n

32[‘%"'1 < n 2 a—1
, _ —— e max; (>, ¢ )2
max( g 2, )< N < emrLy =t
! b

n,l,i
1=1

maxg=1,. N | @nk —Onk[[—0

en probabilidad.
2) Si ademads

hmlognmax E cn“ )12 =0,
=1
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entonces

maxg=1,. N || Onk — Oni ||— 0
completamente (en particular con probabilidad 1).

Demostracién:

Consideremos una sucesién €, — 0 positiva, tal que méax;(>;—, c2,.)* = O(ey).

(siendo K una de las cotas).

N
P(ma‘rkzl,...,N || @n,k - n k ||> en - U | ®n,k - ®n,k H> En) S

IA
11

N
P(|| Onk = Oni [|> €n) ZP [ GN (9n(Xk)) = Oni [[> €0) <
k=1

P(| G (9n(X1)) — Gy (92 (X0)) 1> Z)+

Mz

Pt 3
+ 37 P G, (90(X0)) = Gy, (Blga(Xi) > T+
k=1
N €
+ 3 Pl Ga, (Blga(Xi)) = O > 3)
k=1

Ahora:

P(| G (90(X0)) = Gy, (9:(X0) > 5) =
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= P(mazi=1,.. | GNi(gn(Xk)) — Gy, (9n1(Xk)) [> —

3)§

€n

d
<Y P Gra(gn(X)) = Go, i (9a(Xe)) [> ) =
=1

€n oM
P(| Exa(gn(X1)) = Plona(X) < gui(Xn)) > 2 < dCe"

HM&

Para el segundo término, aplicamos el lema 3.1.11.

d R

P(H Gnk(gn(X)) - Gn,k(E(gn( )) H> — § Z R 'n 1,

El dltimo término, se anula para n > ng.
Asi hemos obtenido que:

d (- —vn)?

~ e?LN —s 5
P(maxg=1,.. N || Onk — Onk ||> €n) < NdCe 275 + ZNZ TR N (3.8)
=1
o sea,
2(1 3'77L )2
P(mazg=1,.. n | (:)nk — Ok [|>€n) < Nd 06_2 + 9e SOLARmEAELh | (3.9)

Si se cumple cualquiera de las dos condiciones, entonces:

20—1
2N 2 midx; (7 nl 2

e T o<e oK2

Ya que para n suficientemente grande 3:—: < 1/2 para el segundo término tenemos:
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2 (1_30n)2 . _
B en(1-372) . misey (TP e2 ) )21
e 36L2 méx; L1 i < e 144K2L2
.
Asi pues,
2
32L2 +1

méXz(Zf;l C%L,l,i)2a71

P(maxkzl,wN || én,k — @n,k ||> En) <N 016_ 144K7LY

En el caso 1:

2
32L2 +1

1
O — Tt (méx (07, eh )2 T —max (D, 5 )T 2)
P(mazier,..n || ®ni—On |[> €) < Cre” THF712 v L

o sea,
P(mazg=1,. N || Onk — Onk ||>€) =0

lo cual implica la convergencia en probabilidad

Si se cumple 2, obtenemos que:

32L2+1 ‘ — ‘ _1

i raarezrz (mdx (00 )% —médxg (071 ¢ ;)7 2) .

im =400
logn

lo que implica la convergencia completa pues si tenemos una serie:

i oI ()
n=1

Q) = L

~ logn

— +00

entonces la serie converge, pues,

() _ Jogn=@M _ o —Q(n)
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Q(n) = +oo

la -
3 pQ
n=1

es convergente.

Las series exponenciales convergen y la convergencia con probabilidad 1 se deduce de
aplicar el lema de Borel Cantelli.

Observacién: Si consideramos el caso unidimensional con g,(X) =X y

nP <iXi:k> <L

=1

vemos que: y, = % y ¢n = £, por lo que la condicién pedida se cumple ya que

n?

1
/o
1/ne

. . . 320241 %—a
Si consideramos ¢, tal que £ = O(e,,) entonces si n < N < e14ar2c2" dado que
n

logn
1—2 0
nt— (o7
entonces,
mazp=1,..N || Onk = Oni |0
completamente.

Por la forma de los estimadores se pueden producir empates; romperemos los empates

sumando a g, ; una variable aleatoria uniforme.

Consideremos una sucesién a,, por ejemplo a,, = min; minx x+ |gn,i1(X) — gn1(X’)| con
X y X' posibles vectores de respuestas. La sucesién debe cumplir a,, < mzixl(Z?:l ciM)
Sea:
Zn=gn(X)+W

con W una variable aleatoria con distribucién uniforme U0, a(n)]¢ y consideremos las

empiricas:
N
j (.’L‘) — #{Zn,l S .’E} — Zi:l X{Zw,,lgx}
N, N N
con [ =1,..,d. Definamos la funcion:
T\N(J?l, ceey xd) = (jNJ(xl), ceey jN,d(xd)) (310)
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Entonces:

0} =T (Zn) (3.11)
Lema 3.1.14. Supongamos que para 0 < a < 1/2

Tn

y —0
max; (3, Ci,l,i)a

Si €, — 0 es una sucesion positiva, tal que:
n
; 2
mix(3" 20" = Olen)
i=1
(siendo K una de las cotas).

Entonces existe una constante C; independiente de n , tal que

2
— E7L

P(| ©, — ©% ||> €,) < dCre s

Demostracién:

P(] 6, =65, > €n) = P(| Gy (9(X)) = T (Zn) |> ) =

= P(maxlélﬁd ‘ ﬁN,l(gn(X)) - jN,l(Zn) |> €n)

Trabajemos con cada componente.

7 ni(X) <z —ap T < ~ ~
Frae —ay) = POt 20200k FILZTE_ G0 < e+ an) =

Z < n X < n -
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Luego,

~

Fna(gni(X) = an) < Ini(Zn) < Fn(gna(X) + ay)

De aqui,

| In1(Zn) = Fn(gna (X)) |< Fni(gni(X) + an) — Fxi(gni(X) — an)

A partir de esto,

P(| Ing(Zn) = Fra(gna(X)) [> €) <

~

P(FNi(gni(X) + an) — Fxi(gni(X) — an) > €,) <

< P(| Frna(gni(X) + an) = Fna(gna(X) + an) [> =)+
P(| FN,l(gn,l(X> + an) - FN,l(gn,l(X> - an) |> 7)+

P(| Fni(g01(X) = an) = Fra(gna(X) — ay) [> =)

Sabemos que:
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2
—22 N

-~ €
P(| Fni(gn(X) + an) — Fni(gni(X) 4 an) |> §) <Ce

~ € —2e2 N
P(| Fni(gni(X) —an) — Fni(gni(X) —an) |> §) <Ce

Fni(gn(X) + an) — FNi(gni(X) — an) < Ln(gni(X) + an — gni(X) +an) + 70 =

2an, Ly, + v

Pero para n > ngy tenemos que:

< méXz(Z?zl Ci,l,i)a < €n
Tn 6K 6

En
a(n) < oL,

luego para n > ng, el ulimo término se anula, asi pues tenemos que existe C; tal que

para todo n:

—2e2 N

P(|©, — O ||> €,) < dCye~ 35—

Obtenemos como corolario que:

Corolario 3.1.15. Supongamos que para 0 < o < 1/2

Tn

v — 0.
méx; (321 € )"
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2
32L2 +1

1) Si maxy (S0, 2 )1 < N < ermmeeg MO )’

i=1"n,l1

[N

mazg=1, N || O3 — Onk [[— 0

en probabilidad.

2) Si ademas lim log n max; (>, 2, ;)12

i=1Cnli = (, entonces

marg=1,.~ || O 1 — Onk [|— 0
completamente (en particular con probabilidad 1).

Demostracion:

Consideremos una sucesién €, — 0 positiva, tal que:
n
) 2
mix(3" )% = Olen)
i=1
(siendo K una de las cotas).

€5k = Onk 1105k = Ok || + 1| Ok — O |

luego

P(| 8} ) — O 1> €n) < P(| Ok — Onke 1> €0) + P(I| O — O > £4) <

—2e2 N

<2dCe™ " + P(|| Onp — Onk > €n)

Aplicamos el teorema 3.1.13 a los términos

22 N

dCie— o

P(]| ©n s — O 1> n)

de donde obtenemos el resultado.
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Lema 3.1.16. Consideremos que se cumplen las hipétesis del teorema 3.1.13 y que el
nicleo K es simétrico acotado y con soporte compacto Ck .

Supongamos que las CCI son Lipchitz de constante My en un conjunto V compacto
con V C [0,1)%.

Ademé4s para 0 < a < 1/2

n

. 2 \—a(d+2)
N > mlax(Zc 1)

n,l,%
i=1

mix(}_ 1.)" = Olh)

Existe un entero ng tal que para todo n > ng la siguiente desigualdad ocurre para
todo ftem iy 8y € U C V, U abierto.

m2ME NpThit2 32L2 +1

~ _gmiMy Nnthy _ 82Lp 1l
P(| PW(GO)—PW(GO) |> 3Mvhn7’) <e ® O K13 L2rd =2 +Nn(01€ 144K2L7

max (37 €, )%

)

(3.12)
donde r = max{|| z || x € Ck}
Demostracién:
Como
N. 0—01 i ke
lL K n,i, k
oy K (et 515

N, hd
tiene limite finito con probabilidad 1. Existen m; y m,, tal que para n suficientemente
grande y 6 € (0,1)¢ que:

~

N,

N 0= Ok

miNht < ZK(T"“) < myNyh? (3.14)
k=1 "

en un conjunto de probabilidad 1.

Sabemos que K (%=2) > 0 si y solo si 9h;(9\ € Ck.

Como Cg es compacto Cx C Bxg = B(0,r) con r = maz{|| = | x € Ck}

Sea:
0= i " P —
Ami,g = {k‘ : hi” S BK} = {k : Qn’i,k €0 — hnBK} = {k‘ : QM’;@ S B(G,hnT)}
entonces,

168 Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 169 — #185 GF

donde pjy es la distribucién de )

asf pues en todo abierto U de (0,1)? existe ng tal que para todo

0ecUyn>ng,
‘#An,i,e - Nnﬂ@(B(aa hnr))l <€

de donde

N,
7“@(3(97 hnr)) < #An,iﬂ <

Sea 0y € U y el suceso

3N,

3 Ha(B(0, ) (3.16)

B,= {HAJ —0; € h,Bgparaj =1,...,N,}

P(] ﬁn,i(ao) — Py i(0o) [> 3Myhyr) =

= P(| P,.i(60) — Pp.i(60) |> 3My hyr| By i) P(Br i)+

+P(] ﬁn,i(HO) - Pn,i(HO) |> 3MvhnT|B’rCL,i)P(B’VCl7i)

luego,
P(| Pn.i(60) — Po.s(60) |> 3Myhyr) <

< P(| Pai(00) — Pui(6o) |> 3Myhyr|B,, ;) + P(BS,)

Sabemos que:
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R 320241 méx; (37 o2 A)?n—l
P(By, ;) = P(marg=1,.. N || Onk—Onk ||> hnr) < N [ Cie 144K2L3 =L
ya que:

mix(} 1.)" = Olh)

Tenemos, entonces:

P(| Po.i(60) — Pni(60) |> 3My hyr) <

2
32L2 4+1 2

~ - max n )2t
< P(| Poi(00) = Poi(00) [> 3Myhar| B i) + N (C’le TRy i ) )

Sea ©,, = (0,1, ...,0,,n,) y andlogamente @,” y sean 0, y @L,i realizaciones de estos

vectores.
Sea W la distribucién conjunta de estos vectores condicionado a B, ;

Tenemos que:

P(| P,.i(60) — Pni(60) |> 3My hyr|Bn) =

- / P Pos(60) — Pos(00) > 30y bt | Bos, Bt 00 )W (B 5, 60)

Ahora:

P(| Po.i(60) — Poi(00) |> 3Myhyr| B i, 0, 0) <
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< P(| ]37,,714(90) — E(P,i(60)) | + | E(Poi(60)) — Py.i(0o) [> 3MthT|Bn,i7§n,i79n)

Esta esperanza condicional la podemos calcular como:

~ ~ 0o — 0, i ;
E (P i(00)| Bu iy O i, 0n) = T > K E(Xiklba,) =
2 jeAni KR t) j€Anio "

n

1 B0 — Onik
_ oy k(e
ZjeAnﬂ;,eO K(=75) ke i, "

Para todo k € A, ; g,

60— Bui 1<l 0 — B ||+ 1| B — O 1< By + b = 2hr

Eligiendo n suficientemente grande para que
2hyr <inf{|| z —y ||z € Uy € OV}

entonces que
|| 90 — Gn,k HS 2hn7"

implica que para todo k € A, ;4,, Onk € V.

Luego, por ser las CCI Lipchitz en V

|Pr.i(00) — Prj(0nk)] < My || 0o — On 1 || < 2My hyr
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Esto implica que:

| E(Po.i(00)|Bris Onir 0n) — Poi(60) |=

~ Y K () [Py (Onk) — Pai(6)] 1< 2My iy
00—0n.ik h
K (=755 kedni0, "

=|
2 kea

n,,00
Entonces para n suficiente grande:

P(| ﬁnz(ao) - Pnz(ao) |> 3MthT‘Bn,ia§n,i79n) S

< P(| Poi(00) — E(Pyi(00)) |> My honr|Bu iy 00, 00)

Una expresién alternativa para ﬁn,i(ﬁo) viene dada por:

~ 1
P, i(6y) = — Z w; Xn,ik
#An,i,Oo JEAR, 0,

00—0n.i,5
#Ani00 K(—
00—0y i i
K( 0 h:m])

con ’U}j =
ZjeAn,i,@g

A partir de 3.14 y 3.16 y como K es acotado para n suficientemente grande se tiene:

3N, || K| oo
= g (B0 ) _ 31 || K oo L 3r7 || K |l L
Ny hd T 2mhd 2m

U}jg

donde aplicamos el resultado debido a Devroye que:

(B8, hyr))
hdrd
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tiene limite finito para casi todo 6 con respecto a  cuando h tiende a 0.

Por lo tanto,
Thir® < pg(B(0, h,r)) < Lhir?

Aplicando Hoeffding se obtiene:

P(| Poi(60) — E(Pn.i(00)) |> My hnt|Bpi,Oni,0n) =

P # Z kan ik # Z wkE(Xn,i7k|9n,k) |> Mthr|Bn7ia en,ia en) =
1,00 keA,, i,00 b0 keAn, ,60
2mleh -~
<P > [Knik = BEXniklon )] 1> #4000 5170 777 | Bris On.is On)
3 K oo Lr
k€A~ 0,
—8# A i gy mMFME RE m?ME NpThit?
< 2e NKIL L2 < 90T KIS LT

Asi pues, para n suficientemente grande y para todo 6y € U:

~ 787771’2M"N"ThdJr2 _BLAHL éx > )t
P(| Pn’i(go)—Pn’i(eo) |> 3Mvhn7") S e QHK”2 L2pd=2 +N Cle 144K2L2 ! i=1 b

Teorema 3.1.17. Dadas las hipétesis anteriores y para 6y € (0,1)? fijo y

n

9| K|, L*ri? e
Vo e (3

i=1

maz{ECM (P, ;(0)):1<i<n} <O( (méix ch L)) e (3.17)

=1
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Observacion:

Si suponemos

N > méx(z cil,i)*%
i=1
entonces
maz{ECM (P, ;(60)):1<i<n} < O(mléx(z 2,07 (3.18)
i=1
Demostracion:
ECM(ﬁn,i(HO)) = E((ﬁn,i(GO) — P,i(60))%) =
1 o~
= / P[(Pn’z(go) — Pn,i(go))2 > t]dt <
0
< (3My hnr)? + P[(Pn :(80) — Prni(60))? > (3My hyyr)?]

Esto es

ECM(P, :(6)) < (3M4.4Cihn)? + P[|Pp.i(60) — Pn.i(60))] > 3My hy1)]

Aplicando el lema anterior tenemos para n suficientemente grande y todo item i:

. _g T MY Nn T2 LSRR (N 2, )20
ECM(P,i(00)) < (3Myhyr)2 e SRKIZIETT L N, | Oy maarzig MO e Ot

n
< O(max(Y e 13)*) +e7"

i=1
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En el caso unidimensional como 0 < @ < 1/2 si se elige o préximo a 1/2 entonces el
ECM se hace cercano a O(2).

Tenemos entonces el siguiente resultado:
Teorema 3.1.18. Dadas las hipétesis anteriores, suponiendo ademés que el niicleo es Lip-

chitz de constante J y ademas

N<Mn"conr>d+1

supoe(ayb)dmasclgign | PW(G) — PW(Q) |—) 0
si n — 400 completamente

con (a,b)? C (0,1)¢

Demostracién:

Consideremos una grilla de 2¢ N2 puntos tal que la distancia (con la norma del méxi-
mo) entre dos puntos sea menor o igual a 1/N2. Sea § un punto arbitrario de [0, 1]%

entonces existe k tal que la distancia de 7 a 6 no es mayor a 1/N2.

Para todo 6 tenemos

~

|Poi(0) = Pai(0)] < [P i(0) — Poi(0F)| + | Poi(0F) — P i(07)]+

+[Poi(0) = Poi(9)|

Consideremos

|1Poi(0F) — Proi(0)] =

h Y < - —~
n_gQ. N —_0. - —0.: n_gQ.
SRR L K (S LLEE L KRR

N or —0; N _,
dim K(F7) Xy _ 2im1 K(e b ) Xij
17

> |
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Y KX, S KX

by 0, =
POARP (C = BED DAD Cemy
YN K(S55)X N0, N 0-0,
N 9,1§ ¢ 79 i |ZK( kh ) ZK( A )|+
Zz IK( hl)zz 1K( ) i=1 i=1
5 en 0.
+ X ZK X,

hoad 1K<9 0

22 1|K(9"_9) K(G‘,fi)\<2ZfV:1JH92—9II

S K (R AL KR
Como
N
0y —0
> K( kh ) > Nhim,
=1
obtenemos que:

~ ~ 2JN|67 — 9| 2J

P, (07) — P,;(0

| /,7/( k) n,Z( )| < th+1ml N2hd+1ml

Como existe C; tal que:

n
h>Cq mléx(z ch’l’i)o‘

=1

n
. —a(d
N > mlax(g 1 i) a(d+2)
=
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A partir de

oP;
Suppeio,1)¢ | 0. |<¢j
J

para todo j entonces si ¢ = max;c; con j=1,...,d

n n 1
|Pr,i(0) = Pri(05)] < cll0 — 0kl < e

Sea € > 0 mostraremos que:

> P(supge(apyamazi<icn | Pui(0) — Poi(8) |> €) < o0

n=1

Para probar esto es suficiente probar que:

n 2d N2d

SUST ST PUP6]) = Pas(0)] > ¢/3] < 0

n=1i=1 k=1

ya que para n > ng suficientemente grande,

n €
[Pai0) = Pos0)] < §

|Bai(6) = Pri(0)] < 2

Wl

entonces

P(Z P(supge(a’b)dmaxlgign | f’n,,(e) — Pnﬂ(e) |> 6) <
n=1
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n2d 2d

SN PlIPLi0R) — Pai(6)] > €/3]

n=1i=1 k=1
Para este ng la triple suma es menor que:

0 n 2NZ24

2'ENZE+ 3" NN PPai(0F) — Poi(0F)] > 3My hyr] (3.20)

n>ng i=1 k=1

Se puede aplicar el lema 3.1.16 y entonces 3.20 es menor que:

d d 4 d gmi M2 N, ThET? 3202 41 i
2 \72 2 8 S RIE LT TaaRZLZ HODHIEEN
2°nGNyo E 2°nN; Oll K li5s L + N, (Cye 114K°L3 1

n>ng

)20—1

)

Reemplazando N,, por su cota superior Mn" entonces lo anterior queda acotado por

L W s
2(1 2N + E 2dM2d 2d7‘+1( 9K (12 L2rd—2 +

n>ng

32102 41 y2e-1

+Mn" (Cle 144K2L2 méx; (3272 nl'z ))

Como0<a<l/2y

1 200
hmlognmax E cnlZ =0
la suma anterior es finita.

Ahora considerando en conjunto los resultados anteriores

Teorema 3.1.19. Si se cumplen las hipétesis
1) Independencia Local
2) El rasgo O tiene distribuciones marginales uniformes U0, 1]

3) para las funciones g, existen constantes ¢y i1, ..., Cn,1,n tales que:

n n
Supzl,..,zn,:v’l,..r% Z ‘ gn,l(xh“xiy“ajn) gnl(gjla i Z (321)

i=1
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para 1 <[ <d
4) Las F,,; correspondientes cumplen la propiedad (P), (L,,7,) para toda ! con
1<i<n
5)
OE(gn,1(X)|O1)

M, > 0. 3.22
90, > M > (3.22)

6) Para 0 < av < 1/2
Tn

méx; (307 2 ) )e
7) Hméx; (3, c?hl’i)_o‘(d”) <N<Mn"conr>d+1
8)

— 0

n
h’mlognmléx( g ) =0
i=1

9) El nicleo K es simétrico, acotado y con soporte compacto

10) Las CCI tienen derivadas parciales continuas en (0,1)? y en cada campacto
[a,b]¢ C (0,1)¢ son acotadas

11) Para 0 < v < 1/2

2 2 o
(35 1.)" = Olhn)

12) El nucleo K es Lipchitz de constante J
entonces

maz{mazi=1. n || Onx — Onr || SUPYE (a,b)dMAT1<i<n | Poi(0) — Poi(6) |} =0

si n — 400 con probabilidad 1

Demostracién:

Sale directamente de los teoremas 2.22.1 y 3.1.18 notando que la probabilidad del
conjunto donde falla esta convergencia es la unién de dos conjuntos cada uno con proba-
bilidad 0.

3.2. Estimaciéon mondtona

Veremos ahora un estimador no paramatrico para las CCI monétonas crecientes. Co-
mo ya dijimos esta suposicién es usual en TRI. Nos basaremos en el método de Dette,
Neumeyer y Pilz (2006) que proponen estimar funciones monétonas a partir de un estima-
dor no mondtono. Los autores consideran funciones m derivables, estrictamente crecientes
en [0,1].

Si consideramos una muestra Uy, ...,Ur de variables aleatorias independientes con

distribucién uniforme en [0, 1], sea K4 un nicleo y hg el ancho de ventana, entonces
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T
1 m(U;) —u
K/(—t
TH, Zi:l al ha )

es el estimador de la densidad de m(U).

La densidad de m(U) es (m™') (4) X {m(0),m(1) (u) luego,

The / Z KoM " gy,

1

es un estimador consistente de m™" en t.

Entonces en el contexto de nuesto enfoque consideremos una grilla 0, 2 Toyees Toyos LY

consideremos el estimador no paramétrico de la CCI en cada punto:

donde K, y h, indican el nicleo y la ventana utilizados para la regresién.

Entonces, el estimador monétono de la inversa de la CCI en el punto 6 sera:

o = T / Z Kd T Ty,

—

El estimador de ﬁ:n se obtiene mediante la reflexién de Py,' respecto a la recta y = «

Para ilustrar el caso multidimensional veremos como proceder en dos dimensiones
Supongamos una CCI creciente en cada rasgo y que el estimador de la CCI se obtuvo

como se vio previamente.

S K (Bt Dt ) X,

N O1p—0 02,0
k:lK( 1;;1 ’ 2}];2 )

131'(91, b)) =

(3.23)

donde e K, es un nticleo de dimensién dos, con soporte compacto C' C [0, 1]2, y cumple
las hipotesis requeridas

,1 para 6y y una grilla 0 .. l, .., 1 para 65

Tomemos una grilla 0 ) T7 ) 7

) T’ ) T’ .
Para cada 65 € (0,1) fijo, consideremos el estimador
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— 1 01
H~=1(6102) = Thy > Kal

La funcién H-1 (01]62) es estrictamente creciente en 6; para cada 65 fijo.
Podemos calcular el inverso (como funcién de 6;) para obtener H(6;]65).

Para cada 61 € (0,1) fijo, calculamos

T 0 j
— 1 2 H(01|£) —u
R ME
J=177°°

Finalmente, ﬁ(@l, 62) se calcula mediante la inversa (como funcién de 6s).

El algoritmo seria:

Paso 1 Usando el procedimeinto estandar para cada 1 <:¢ < T,y 1 < j <T calcular:

)

(7 7)

Paso 2 Para cada % con 1 <j <T, calcular H*1(91|%) mediante

. i g
H—1(0,1) = 7o) U
) = o [ kP

—00 =1 d

Paso 3 Invirtiendo con respecto a 67, obtenemos fl(@ﬂ%) with1<j5<T

Paso 4 Calcular

Paso 5 Invirtiendo respecto a 5, obtenemos ]/3\*(91, 62)

3.3. Aplicacién al funcionamiento diferencial del item
3.3.1. Definiciones bésicas

Supongamos que tenemos un test que mide un rasgo al que denotaremos por © y lla-
maremos habilidad principal. Diremos que existe DIF si la puntuacion obtenida es funcién
no solo del nivel que se tiene en el rasgo medido sino también de otras caracteristicas se-
cundarias (como puede ser la pertenencia a determinado grupo étnico, cultural, etcétera).
Concretamente, tendran un funcionamiento diferencial aquellos items cuya probabilidad

de ser acertados, condicionados a un igual valor del rasgo que se pretende medir, difiere
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entre distintos grupos de la poblacién. El nimero de grupos a comparar es variable aun-
que es comtn la comparacién entre dos grupos a los que se denominan grupo focal (grupo
de interés ) que coincide generalmente con el grupo minoritario y el grupo de referencia,
que es el que sirve como base de comparacion. Para definir el DIF recurriremos a la teoria
multidimensional, que dice que el DIF se da cuando se incumple el supuesto de unidi-
mensionalidad. Segin Camilli si tenemos dos rasgos latentes 6 (habilidad principal)y 7
(habilidades esptireas) habrd DIF si

Ey(P(U =1/6,1)/0) # Ey(P(U = 1/0,1)/0) (3.24)

Esto implica que las distribuciones de 1 condicionada a € en las poblaciones son diferentes.
Es importante notar que la multidimensionalidad por si misma no es la causa de DIF sino
las diferencias en las distribuciones condicionadas de las variables espireas, es decir, la
multidimensionalidad es condicién necesaria pero no suficiente para la presencia de DIF.
Debemos también definir el término impacto y diferenciarlo de funcionamiento diferencial
de los items. Se llama impacto cuando hay diferencia en el desempeno de un item entre
grupos y ésta es causada por una diferencia real en la variable medida.

Cabe distinguir entre dos tipos de DIF: uniforme y no uniforme. Se produce DIF
uniforme cuando la probabilidad de responder correctamente un item es mayor para un
grupo respecto de otro para todo valor de 6. En cambio, si existe una regién donde la
desigualdad se da en un sentido y en su complemento, se da la desigualdad contraria,
entonces decimos que tenemos DIF no uniforme.

Akerman (1992) explica que se puede producir DIF uniforme si:

a) los grupos tienen diferentes medias en la habilidad principal y hay una correlacién
significativa entre la habilidad principal y la espurea;

b) si existen diferencias en las medias en la habilidad espirea entre grupos.

Puede ocurrir DIF no uniforme si:

a) la varianza de la habilidad esptirea no es la misma entre los grupos;

b) la correlacién entre la habilidad principal y la espirea difiere entre los grupos.

3.3.2.  Técnicas estadisticas para la deteccion

Sunpogamos que agrupamos a los individuos segtin una variable V, notemos por ©
el rasgo latente que pretendemos medir mediante nuestra prueba y sea U la variable
aleatoria que representan las puntuaciones en el {tem.

Definicion: diremos que el item no presenta DIF si

P(U/O =0,V =v) = P(U/O© = 0)¥,v

, es decir, la distribucién de U a un nivel de rasgo dado es independiente de la variable
V.
Millsap y Everson (1993) clasifican los métodos de deteccién en torno a dos criterios:
1) el método de medida; y
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2) el tipo de respuesta al {tem (dicotémica, politémica, continua, etcétera).

Fidalgo (1996) clasifica los métodos en:

a) procedimientos que no especifican ningin modelo de medida, donde coloca el pro-
cedimiento de Mantel-Haenszel, Estandarizacion, Sibtest, modelos loglineales, modelos
logit y regresion logistica; y

b) procedimientos basados en la TRI a ser medidas del &rea, ji cuadrado de Lord y

comparaciéon de modelos.

3.3.2.1. Mantel-Haenszel

Dividamos la puntuacién en el test en k intervalos y notemos por G al grupo de
referencia y por Gg al grupo focal. Considerando las respuestas obtenidas por cada
grupo se obtienen asi k tablas de contingencia 2 x 2. Sean Ay, By, Cx y Dy la frecuencias

observadas y notemos por Ngi, Ngr, N1x ¥ Nok las marginales. Consideramos la igualdad

Ap _ Cr
B, aka

formulamos la prueba:

. Si el item no presenta DIF es de esperar que @ = 1 para todo k luego

Hy : ap = 1 para todo k
H; : a) # 1 para algin k.

Para contrastar Mantel y Haenszel proponen el estadistico:

2 (1 Z;cnzl Ay — Z;cnzl N%ivm | -0,5)?
XMH = Zm NreNre N1k Nok
k=1 NZ(Ni—1)

(3.25)

el cual sigue una distribucién asintética 2 con un grado de libertad. Como estimador

de a se utiliza

Sohey AP

~ k=1 "N,

= L N (3.26)
D kh=1 Ry

Como vemos « varia entre 0 y oo, es claro que el valor de & = 1 implica que no hay

DIF. Se puede transformar la escala a otra llamada delta mediante: A = —2, 351In[a g
Si A 20 se tiene que no hay DIF en cambio si es negativo tenemos que el item favorece
al grupo de referencia y si es positivo el favorecido es el grupo focal.
Como defecto principal se le critica a este procedimiento el hecho que puede no detectar
el DIF no uniforme. Mazor, Clauser y Hambleton (1994) proponen un procedimiento
para utilizar MH con el fin de detectar DIF no uniforme.

Algunas consideraciones acerca de este procedimiento que se hacen tanto en el articu-
lo de Fidalgo (1994) como en el de Mazor, Clauser y Hambleton(1994) son:
1) el tamano minimo de la muestra es de 200 sujetos por grupo;
2) los ftems muy féciles o muy dificiles asi como los poco discriminativos tienen alta
probabilidad de no ser detectados aunque presenten un DIF importante;
3) si se tienen k {tems las puntuaciones deben dividirse en k41 intérvalos. A medida que

disminuye el nimero de categorias aumenta la cantidad de {tems falsamente identificados;
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4) cuanto mds se aparte el criterio utilizado para parear los sujetos de la unidimensiona-
lidad mayor sera el error tipo I.

En resumen el método MH posee un estimador del DIF, asi como un test estadistico de
significatividad. Con la modificacién propuesta puede detectar el DIF no uniforme y se
pueden utilizar los programas informaticos de Hambleton y Rogers; Fidalgo y Nanduka-

mar para calcularlo.

3.3.2.2. Estandarizacion

Es 1til para la descripcién del DIF y se basa en la diferencia en la proporcién de
sujetos que aciertan el item en el grupo focal y en el de referencia.
Graficas que presentan estas diferencias condicionadas indican el monto de DIF que
tienen un {tem.

Un indice cuantitativo utilizado es la diferencia de proporciones estandarizadas (DPE)

dada por:
Wi (Ppr — P,
ppE = i Wi(Pri — Pri) (3.27)
Zk:l Wi
donde W} es un ponderador y Prp = ]\%k y Prr = 1\’;‘;‘ son las proporciones de

respuestas correctas en el nivel de puntuacion k.
Si se utiliza Wy, = Ny entonces

> iy Nek(Prrk — Pry)
Z;cnzl Npp

Dorans y Holland (1993) dan una férmula para el error tipico del DPE como en el caso

DPE = (3.28)

anterior (ver articulo de Fidalgo ecuacién 9.12) lo que permite realizar n test de hipdtesis
de ausencia de DIF mediante el estadistico E = en cual tiene una distribucion
N(0,1).

Este método no detecta el DIF no uniforme, existe un programa de Hambleton y Rogers

DPE
ET(DPE)

que lo calcula.

3.3.2.3. SIBTEST

Este es un procedimiento para estudiar el DIF en uno o mas items del test simultanea-
mente y utiliza un modelo de TRI multidimensional no paramétrico propuesto por Shealy
y Stout (1993a, 1993b).

Se dividen los items del test en dos grupos: el primero, denominado subtest valido
(que incluye a los {tems insesgados) y el segundo llamado subtest estudiado (que incluye
a aquellos items que pueden presentar DIF). Para determinar qué items constituyen cada
test se recurre a procedimientos estadisticos, de esta manera se determina qué items no

cumplen el supuesto de unidimensionalidad. Se agrupan los sujetos dentro del grupo
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focal y de referencia de acuerdo a su puntaje en el subtest valido para luego comparar
su desempeno en el subtest estudiado.

Consideremos que tenemos un test de N items y que el subtest valido lo constituyen
n de ellos. Sean X y Y las puntuaciones en el test vélido y estudiado respectivamente.

Sea ademas 3, el pardmetro que mide el sesgo, el cual se puede calcular como:

n

Bu =3 [Prx(Vrk — Yiw)] (3.29)
k=0

Luego el estadistico utilizado para el test de hipdtesis de ausencia de sesgo (es decir
B = 0) estd dado por:
Bu
5(B)

donde 3(@) es el error estandar de 3,, el cual viene dado por la expresién:

B =

6(B.) = Y 2 L0 LU
(Bu) ,;)P”( 70 (V/k R) + 0 (Y/k, F))

donde Jri v Jri son la cantidad de sujetos que tienen una puntuacion igual a k en el
subtest valido en cada grupo, y las varianzas que aparecen se calculan con los sujetos
que tienen una puntuacién k.

Este estadistico tiene una distribucién asintética N(0,1).

Los valores positivos de (3, indican funcion diferencial del test contra el grupo focal en
tanto que negativos en contra del grupo de referencia.

Este procedimiento fue disenado para detectar DIF uniforme, por lo tanto, no sirve para
detectar DIF no uniforme y ademads debe aplicarse a tests de mas de 25 items y que
no presenten impacto. Un programa debido a Shealy, Stout y Roussos (1995) se puede

utilizar para calcularlo.

3.3.2.4. Modelos loglineales

Para este tipo de andlisis se utiliza una tabla de contingencia multidimensional del
tipo HxGxR donde H indica nivel de habilidad, G los grupos comparados y R la respuesta
al ftem. Notaremos a las frecuencias observadas mediante f;;;. Se ajustan varios tipos
de modelos jerarquicos para determinar la presencia o no de DIF y si este es uniforme o
no uniforme.

Se ajustan tres modelos (Fjj; indican las frecuencias esperadas).

1) Modelo saturado que indicard DIF no uniforme:

In(Fijr) = A+ Mm@y + Aa) + Arek) + Ara@)) T AHRGK) T AGRGK) + AHGR(K)
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2) Modelo para DIF uniforme:

In(Fije) = A+ Aug) + Ac) + Arpk) + Ancaj) + Aurr) + Acrr)

3) Modelo que indica ausencia de DIF:

In(Fijr) = A+ Au@) + Aag) + Are) + Amas) + AaRer)

En el primero aparecen los efectos principales y todas las posibles interacciones, en
el segundo modelo se eliminé la interaccién entre el nivel de habilidad, los grupos y
la respuesta. En el tercer modelo se elimina la interacciéon entre grupo y respuesta del
modelo 2. La idea es estimar el modelo saturado y a partir de él eliminar términos
en forma sucesiva a partir de los de mayor orden hasta quedarnos con el modelo que
tenga todos los términos de orden superior significativos. Para decidir con qué modelo
nos quedaremos, se utiliza el test de razén de verosimilitudes. La razon de verosimilitud
estd dada por:
LR? = 257 Xy Bgm i In j;f]k
ijk

) (3.30)

Para comparar el ajuste entre dos modelos usamos la diferencia de razones de vero-
similitud que se distribuye x? con tantos grados de libertad como la diferencia entre los
grados de libertad de los modelos comparados.

Concretamente si el modelo que mejor ajusta es el tercero concluiremos que no hay DIF;
si estd presente la interaccion entre la respuesta al item y el grupo habra DIF y este
sera no uniforme o uniforme segin esté o no presente la interaccion entre habilidad, res-
puesta y grupo.

Este método es facilmente implementable en el SPSS o BMDP.

3.3.2.5. Modelos logit

En los modelos logit se considera la variable respuesta al item como dependiente de
los efectos inducidos por otras variables. Los modelos correspondientes son:
1- ln(%) = C+Cu) +Cay) T Caaj)
2- In(72) = C+ Cao) + o)
3- ln(%) = ¢+ CH
Al igual que el anterior los modelos logit se pueden implementar en SPSS o BMDP.
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3.3.2.6. Regresion logistica

Quienes propusieron esta técnica para detectar DIF fueron Spray y Carlson (1986).

En el modelo de regresiéon logistica se establece que:

e bk Xik

PV =1) = e

Si llamamos Z; al exponente entonces este tomard las formas:

1-Z;, =719+ H; + TQG]‘ + TgHGij

2-Z; =10+ 1 H; + 1G;

3-Z; =19+ 1 H;

Para determinar el modelo de mejor ajuste se usa el logaritmo de razén de verosimilitu-
des.

3.3.2.7. Basados en la TRI

Se han desarrollado varios indices basados en la teoria de respuesta al item para
estudiar el posible DIF. En TRI la curva de respuesta al item se determina por curvas
logisticas (de uno, dos o tres pardmetros). Si para fijar la notacién escribimos el modelo

de dos parametros tenemos:

Dai(e—bi)
< (3.31)

Pi(0) = 1 oDai(6-b,)

donde b; es el indice de dificultad del item y a; es el indice de discriminacién. Se da

DIF uniforme cuando ag = ap y bg # br y DIF no uniforme si ag # ap y bgp = bp

0 bg # br. Esto propone como estrategias para detectar el DIF la comparacién de los

parametros de los items entre el grupo focal y el grupo de referencia o comparar el area
entre las dos curvas caracteristicas.

3.3.2.8. Medida del area

Notemos por Pr(6) y Pr(6) las curvas cardcteristicas del item para el grupo de referen-
cia y focal. Existira DIF si la curvas son diferentes mas alla de diferencias aleatorias.Una
manera de medir esta diferencia es mediante el drea entre las dos curvas (o sea la integral

de la diferencia).

/ " a9 — Pr(6)db (3.32)
01

Al considerar la diferencia con signo se tiene un indicador de la direccién del DIF;

pero en caso de DIF no uniforme debe utilizarse el valor absoluto de la diferencia para
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evitar cancelaciones esptureas. Asi pues un indicador del DIF en este caso serd

02
| 1Pa() ~ Peco)las (3.33)
01

con #; y 05 elegidos para que cubran un amplio rango del rasgo, por ejemplo -3 y 3
respectivamente. Las primeras medidas del drea tomaron la forma de una suma discreta,

por ejemplo Rudner propone:

0=3
R= ) |Pr(0) — Pr(0)|A0
0=-3

Kim y Cohen (1991) han encontrado férmulas para las medidas del drea con signo
(ACCS) y sin signo (ACSS) para los modelos de uno, dos y tres pardmetros. A modo de

ejemplo reproduciremos la férmula de la medida del drea para el modelo de un parametro:

[1 + exp(62 — bg)]"/P[1 + exp(6; — bp)] /P

ACSS = |1
| In{ [1+exp(6; — br)]*P[1 + exp(fz — bp)]t/P

)| (3.34)

En Fidalgo (1996) se encuentran ademds las expresiones para los modelos 2P y 3P y su
discusion segtin los valores de los pardametros.

Raju (1990) integré entre —oco y +o0o obteniendo {ndices exactos para el drea sin y
con signo. Posteriormente, obtuvo las distribuciones asintéticas de los indices, lo cual nos

permite hacer inferencia. Para el modelo de 3P obtiene para el drea con signo (ACS)

ACS = (1 - ¢)(bp — bg)

E(ACS) = (1 = ¢)(br — br)

VAR(ACS) = (1 — ¢)*(Var(bp) — Var(br))

br—b
2ACS) = i

Los valores positivos de los indices del area con signo indican que el item es mas
facil para el grupo de referencia y los valores negativos indican lo contrario. Los indices
anteriores se pueden normalizar y asi realizar test de significacién para la deteccién del
DIF.

Se pueden resumir los pasos necesarios para la aplicacion de los criterios basados en la
TRI en:
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1) encontrar modelo de TRI que mejor ajuste a los datos;

2) estimar los pardmetros de los {tems en el grupo focal y de referencia. Si ademds que-
remos encontrar la significacién estadistica de los indices se deberd calcular la matriz de
varianzas y covarianzas de los items;

3) establecer una métrica comin para los dos grupos (equating) calculando la pendiente
v la ordenada en el origen que se necesitan para la equiparacion;

4) obtener los indices y los tests de hipdtesis.

3.3.2.9. Chi cuadrado de Lord

Este método compara los pardametros del item que define la CCI. Sea Xp y Xy el
vector que contiene los pardmetros de los items. Pueden tener dimension 3x1, 2x1 o 1x1,

segun el modelo elegido. La hipotesis nula es la igualdad de ambos vectores es decir,

’

Hoy)zp — x/R =0

y se utilizard como estadistico de contraste a la forma cuadratica:

2= (Xp - Xg)Y ' (XF — Xg)

donde ¥ es la matriz de varianzas-covarianzas de (Xr — Xg) con ¥7! = (Sg + Sp)~!
siendo las anteriores las matrices de varianzas y covarianzas de los pardmetros del {tem.
Este estadistico sigue una distribucién x2 con p grados de libertad siendo p el ndmero
de parametros del modelo.

En el caso de modelo de 1P se obtiene la ecuacion:

2 _ (bF - bR)
Var(bp) + Var(bg)

X (3.35)

Es importante puntualizar que cuando se utiliza un modelo 3P, debido a los problemas
que lleva la estimacién del pardmetro ¢, Lord (1980) propone el siguiente método:

1) ajustar el modelo de 3P tomando los dos grupos conjuntamente;

2) ajustar nuevamente los grupos por separado utilizando como pardmetro ¢ el hallado
en el paso 1;

3) aplicar el estadistico x2.

Se le critica a este método el hecho que puede llevar a que se rechase la hipétesis nula,
aun cuando exista poca diferencia entre las curvas en la regién donde se encuentra la

mayoria de los sujetos.

3.3.2.10. Comparacién de modelos

El método se basa en la razén de verosimilitudes para modelos anidados. Especi-
ficamente si el modelo que incluye parametros diferentes para el grupo focal y el de

referencia ajusta mejor que el modelo en el cual los pardmetros de los items son iguales
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para ambos grupos. Esto indicaria que el item presenta DIF.La razén de verosimilitudes
se distribuye como una x? con tantos grados de libertad como la difrerencia entre el
namero de parametros entre el modelo aumentado y el compacto bajo la hipdtesis nula
que los parametros del modelo aumentados son iguales a 0. Supngamos que tenemos N
items y que queremos determinar si hay DIF en el item k. Para esto determinamos dos
modelos: uno que representa la ausencia de DIF y otro que especifica DIF.

Modelo 1 {a,by,ba, .., bk, .., bn}

Modelo 2 {a, bl, bg, ey ka7 bkF7 ey bn}

En el modelo 1 se estd imponiendo la restriccion byr = brr = by.

Para probar la hipétesis nula de ausencia de DIF se siguen los siguientes pasos:

1) utilizando la totalidad de la muestra se estiman los pardmetros del modelo 1 y se
calcula el logaritmo de la verosimilitud (—21n L(1));

2) se estiman los pardmetros del modelo 2 y el logaritmo de su verosimilitud (—21n L(2));

3) Se calcula ahora el estadistico:

L(1)
LR=-2In—==—-2InL(1)+2In L(2
1T = 2 ) + 2 E(2)
que tiene una distribucién x? con grados de libertad igual al nimero de restricciones
impuestas.
Este procedimiento puede utilizarse para comprobar la presencia de DIF en varios items
simultaneamente y luego si se rechaza la hipdtesis nula debe hacerse un posterior analisis

para ver cudles items presentan DIF.

3.3.3. Procesos iterativos

Varios autores han propuesto procesos iterativos para evaluar el DIF dentro de la
TRI
Lord (1980) propone el siguiente:

1) Evaluar el DIF en forma habitual;
2) Eliminar los {tems que hayan presentado DIF en el paso 1 y reestimar 6;

3) Volver a evaluar el DIf con los 6 calculados en 2.

Segall (1983) propone:
1) estimar los pardmetros de los items para cada grupo;
2) hallar las constantes A y K que permiten equiparar los {tems;
3) luego de equiparar evaluar DIF en todos los {tems y eliminar aquellos que presenten
DIF;
4) recalcular A y K solo con los {tems que no presentan DIF;
5) repetir los pasos 3 y 4 hasta que los items identificados con DIF no varfen de una

iteracién a otra.

Park (1988) propone un procedimiento combinado:
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1) Se estiman los pardmetos de los ftems para cada grupo. Se ponen en la misma
escala y se detecta el DIF;
2) Se colocan nuevamente los {tems en una escala comin pero ahora se utilizan para
calcular las constantes A y K solo los items que no presentaron DIF en el paso 1. Se
analiza el DIF nuevamente en todos los items. Se continia este proceso hasta que no
varien los items con DIF de una iteracién a otra;
3) Se estima # en cada grupo usando solo los items que no presentaron DIF;
4) Usando las estimaciones del paso 3 se estiman los pardmetros de todos los items dentro
de cada grupo (purificacién);
5) Se calculan nuevamente las constantes de equiparacion utilizando solo los {tems que no
presentaron DIF. Se equipara y se evaliia nuevamente el DIF. Se contintia este proceso
hasta que no varien los items con DIF entre iteraciones;
6) Si la clasificacién de los {tems ha cambiado luego de comenzar el proceso de purificacién

se regresa al paso 4. Si no ha habido cambios se termina el proceso.
3.3.4. Implementaciéon de decisiones

Mazor, Clauser y Hambleton (1994) describen varias consideraciones esenciales para
una implementacién apropiada de los procedimientos expuestos:
1) Para los métodos de pareo sugieren que serfa mejor obtener un criterio externo ante
uno interno, aunque es poco probable poder hacerlo. Cuando se utiliza un criterio in-
terno debe purificarse luego de una primera identificacién de los items con posible DIF
recalculandolo sin utilizarlos. Sin embargo, Holland y Thayer (1988) recomiendan que
en el recalculo se utilice el item estudiado aun cuando se hubiera identificado en una
primera etapa con DIF. Cuando el test no es unidimensional y se utiliza el puntaje total
como criterio, debe tenerse en cuenta la mutidimensionalidad y, por ejemplo, identificar
subtests unidimensionales. Se debe tener en cuenta la fiabilidad de la variable que se
utiliza para parear.
2) Tamano muestral. Los métodos de deteccién son sensibles a los tamafios muestrales y
se ha visto que pequenas muestras no detectan DIF sustanciales. Muestras de entre 200
a 250 por grupo son adecuadas para MH, SIBTEST y regresién logistica. Para IRT se
necesitan muestras de por lo menos 500 sujetos por grupo.
3) DIF no uniforme. Si bien todos los procedimeintos detectan DIF uniforme, si se desea
estudiar el DIF no uniforme se deberd utilizar un indice especificamente sensible a este
tipo de DIF;
4) Caracteristicas del {tem. Los items con baja discriminacién, asi como aquellos que son

muy faciles o dificiles, son los que con mayor facilidad no son detectados.

Fidalgo (1996) también da varios consejos para una correcto estudio del DIF:
a) El andlisis del DIF debe realizarse dentro de un marco global cuyo objetivo es
obtener tests eficientes.

b) El DIF es una condicién necesaria pero no suficiente para que un {tem presente sesgo.
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¢) No deben utilizarse los métodos delta o el anova pues no diferencian entre DIF e
impacto. Igualmente desaconseja los métodos ji-cuadrado.

d) Los métodos para detectar DIF no detectan el sesgo generalizado, o sea el caso en que
la mayoria de los items estdn sesgados.

e) Los tests estadisticos deben ser complementados con indices del tamano del DIF.

f) Los métodos basados en la TRI se deben aplicar utilizando métodos de equiparacién
iterativos y purificando la habilidad estimada de los sujetos.

g) En los métodos que no especifican ningtin modelo de medida se debe utilizar el mayor
numero de categorias de puntuacién posible.

h) Con tests cortos es preferible utilizar métodos basados en la TRI.

i) Si se utiliza el x? de Lord se debe utilizar ademés alguna medida del drea para ver el
tamano del DIF.

j) Si tenemos muestras grandes es conveniente utilizar niveles de significacién bajos para

reducir el error tipo I.
3.3.5. Método propuesto

A partir de la estimacién no paramétrica de las CCI proponemos utilizar la medida del
area entre las dos curvas estimadas. Trabajaremos en una dimensién aunque lo obtenido

es facilmente generalizabe a més dimensiones. Las dos medidas del area son:

+oo P
/ Pr(0) — Pr(0)do

— 00

+oo e
/ | Pr(8) — Pr() | do

— 00

Como ejemplo veamos la medida con signo

0 —9?

Pr(0) = -

9—9]»
Yier K(T)

y
0 —0;wFww
jEF K( ]h )Y7
PF(G) = — F
J
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y andlogamente w/ entonces

oo P
Pr(0) — Pr(0)df = > wlY; =Y wl'Y;
> JER JEF

Si suponemos que medimos 6; sin error la varianza de la estimacién del area es:

D @fHPP6,)(1 = P9;) + Y _(wf)?P(6;)(1 — P(6)))

JER JEF
Luego podemos realizar un test para el DIF utilizando como estadistico a

AREA
\/ZjeR(wf)QP((%)(l = P(6;)) + 22 jep(w])2P(6;)(1 — P(6)))

7 =
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Capitulo 4

Simulaciones

4.1. Distancia entre curvas caracteristicas del {tem

Trabajaremos con dos distancias entre las curvas caracteristicas de los items.
Sea A la familia de las CCI.

Definicién 4.1.1. Definimos las distancias d; : AxA — R con i=1,2,3 como:
(PP = ([ | P1(6) ~ Pa(0) [ db)1/°

Esta distancia es la raiz del error cuadratico integrado y lo denominaremos RISE.

Si tomamos la esperanza del error cuadratico medio obtenemos dy 0 RMSE.

APy, Py) = / | PL(6) — Po(0) |7 (6)d0} /2

Definimos la tercera distancia como la distancia del supremo:

d3(P1, Py) = supg | P1(0) — P(0) |

4.2. Generacion de datos

Existen diversos modelos que permiten relacionar la habilidad del examinado (6)
con las distintas caracteristicas de los ftems de un test. Llamaremos 6 a la estimacién
de la variable latente habilidad que es medida por los items de un test. Hay ciertos
supuestos sobre estos modelos, por ejemplo, a medida que aumenta el valor de 6 también
aumenta la probabilidad de contestar correctamente a un item. Otro supuesto es el de
unidimensionalidad el cual establece que solo una habilidad es medida por un test.

La probabilidad que el individuo j conteste correctamente el item i, bajo la condiciéon

de unidimensionalidad, en un modelo logistico de tres parametros es:

6Dai (0] 7bi)

Pi(0j) =c;i +(1— Ci)m

i=1,2,3,...,n j=1,23,.,N
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i hace referencia al item en cuestion, hay n {tems distintos.

J hace referencia al individuo en cuestién, hay N individuos evaluados.

= a; es el pardmetro de discriminacién del item i, es proporcional a la pendiente de
la funcién de respuesta en el punto 0; = b;

= b; es el parametro de dificultad del item i.

= ¢; es el pardmetro de azar del item i, representa la probabilidad de contestar correc-
tamente para un nivel de habilidad bajo, es la asintota de la funciéon de respuesta
cuando € tiende a menos infinito.

» 0, representa la habilidad del individuo j.
= P;(0;) es la probabilidad del individuo j de contestar correctamente el item i.

= D es una constante igual a 1,7.

En muchos casos el supuesto de unidimensionalidad es violado, por ejemplo, un pro-
blema matematico puede requerir ademds de conocimientos matematicos comprensién
lectora. La probabilidad del individuo j de contestar correctamente el item 7 en un mo-
delo logistico de tres pardametros k-dimensional es:

eDaéijbi)

P(Ul‘ = 1|0J) =c; + (]. —Ci) 1= 1,2,3,...,7L j: 1,2,3,...,N

1 + eDangj 7bi)

En este modelo hay un pardmetro de discriminacién para cada dimensién del proble-
ma, pero un solo pardmetro de dificultad.

Para generar tests simulamos las habilidades de los examinados, asi como los va-
lores de otros pardmetros relacionados con los distintos {tems. Las habilidades () las
simulamos de distribuciones N(0;1) iid. En otras secciones evaluamos los efectos de que
estas provengan de otras distribuciones. Los parametros a, b y ¢ los simulamos de varia-
bles aleatorias uniformes, y a menos que se especifique otra cosa serdn: a ~ U(0,5;2),
b~U(-3;3) y c~U(0;0,25).

Con estos valores calculamos P;(6;), luego para cada P;(6;) sorteamos u ~ Uni forme(0; 1)
si P;(#;) > u larespuesta del individuo j al item i es correcta, en caso contrario incorrecta.

Las funciones utilizadas para la generacién de datos se encuentran en la seccién 4.10.2.
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4.3. Ajuste de la regresiéon no paramétrica unidimensional a
modelos conocidos y rasgos conocidos

En esta seccién consideraremos distintas formas funcionales para las CCI y veremos
el ajuste de la regresién no paramétrica a estas curvas. Como en este caso tenemos el
rasgo conocido y no generamos un test sino los datos de la funcién, estamos trabajando
con el modelo clasico de regresion no paramétrica. Si bien este no es el caso analizado, es
interesante hacer esta simulacién en primera instancia, para ver cdmo se comporta nues-
tro método. El interés es entonces relativo, pero quisimos empezar con una descripcién

de lo que sucede cuando lo aplicamos a partir de datos de curvas y rasgos conocidos.

4.3.1. Método

Consideraremos cuatro tipos de curvas. Simularemos modelos logisticos de 1, 2 y 3
parametros y modelos logit ciibicos, ya que estos modelos tienen puntos de inflexion y si

se toman b y ¢ positivos son crecientes.

Los modelos son:

1. P(0) = t=tmn
2. P<9):1+ea71(9—b)

3. P(0) = c+ (1 - &) reato=r

4. log 12(,9()9) =a+bf + c6?

Para la estimacién de las regresiones no paramétricas usaremos la funcién de S-Plus
ksmooth y utilizaremos un nicleo normal tipico.
También, utilizaremos un ancho de banda del orden de N='/%, donde N es la cantidad

de sujetos. Para medir el ajuste utilizaremos las distancias ya definidas.

4.3.1.1. Modelo 1P

Para analizar la bondad de ajuste en funcién de la cantidad de observaciones uti-
lizamos tamanos muestrales de 100; 250; 500; 1000; 2500; 5000 y 10000 datos de la
distribucién normal y uniforme [0,1].

También se utilizaron las distribuciones t con 10 gl, (n=10000), beta con distintos
pardmetros (n=2500) y gama (n=2500) para comprobar que el método funciona bien
con distintas distribuciones para 6.

Utilizamos 10 modelos de un pardmetro con parametros de dificultad entre 0.5 y 2 con
distribucién uniforme. En este caso, consideramos solamente dificultades positivas para
no tener tanta variedad de valores. Cuando consideremos los modelos 2P y 3P tomaremos

también dificultades negativas.
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4.3.1.2. Modelo 2P

Para el modelo logistico de dos pardmetros consideraremos 10 diadas de pardmetros,
con valores de a entre 0.5 y 2 y valores de b entre -2 y 2, ambos con distribucién uniforme.

Para el rasgo, consideraremos 5 juegos de sujetos simulados, 5000 con distribucién
normal 0, 1; 5000 con distribucién uniforme [0,1], 2500 con distribucién beta de pardme-
tros (0.27,0.44); (2.3,.57) y (5,5).

4.3.1.3. Modelo 3P

Para la curva logistica de tres parametros, tomamos 10 ternas, con valores de a entre
0.5 y 2, valores de b entre -2 y 2 y valores de c entre 0 y 0.5, todos con distribucion
uniforme.

Para el rasgo consideraremos 5 juegos de sujetos simulados, 5000 con distribucién nor-
mal 0, 1; 5000 con distribucién uniforme [0,1], 2500 con distribucién beta de pardmetros
(0.27,0.44); (2.3,.57) y (5,5).

4.3.1.4. Modelo logit ctbico

Se consideraron 10 modelos con logit cibico, con valores de a entre -1 y 1, y valores
de b entre 1 y 2.5, con distribuciéon uniforme y ¢ 0.75.

Para el rasgo consideraremos 5 juegos de sujetos simulados, 5000 con distribucién nor-
mal 0, 1; 5000 con distribucién uniforme [0,1], 2500 con distribucién beta de pardmetros
(0.27,0.44); (2.3,.57) y (5,5).

4.3.2. Resultados

En el apéndice A se pueden encontrar las tablas completas con todos los resultados

de las simulaciones. Mostraremos un resumen de ellas.

4.3.2.1. Modelo 1P

Como era esperado, en el modelo de un parametro, las distancias disminuyen a me-
dida que crece el tama no muestral. La tabla 4.1 nos lo muestra. Sin embargo, debemos
hacer ciertas consideraciones en lo que respecta a la distribuciéon normal. En primer lugar,
vemos como la distancia d; es mayor que la ds. Esto es debido a que no se estd ponde-
rando. Luego, todo error «pesa» lo mismo, aunque el rasgo esté tomando valores poco
probables. Esto también lleva a que se tengan ciertas alteraciones en el maximo error en

esa distancia. Esto no se da en las distribuciones con soporte acotado.

Cuando se utiliza la distribucién t con 10 gl, d; varia entre 0.0034 y 0.0058, teniendo
una media de 0.0043 y una desviacién tipica (D.T.) de 0.0009. En tanto, ds varia entre
0.0011 y 0.0014, teniendo una media de 0.0013 y una D.T. de 0.0001.

Para la distribucién gamma, d; tiene un rango de 0.0027-0.034, una media de 0.0030
y una D.T. de 0.0025 y, d2 tiene un rango de 0.0008-0.0019, una media de 0.0014 y una
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Distribucién normal

N dy D.T. dy da D.T ds
100 0.021 0.0023 || 0.0076 || 0.0005
250 0.0144 || 0.0007 | 0.0056 || 0.0004
500 0.0157 || 0.0044 | 0.0046 || 0.0001
1000 0.0152 || 0.0065 | 0.0034 || 0.00005
2500 0.0067 || 0.0020 | 0.0018 || 0.0001
5000 0.0044 || 0.0007 || 0.0014 || 0.00005

10000 0.0035 || 0.0011 || 0.0009 || 0.00003
Distribucién uniforme

N dy D.T. dy do D.T. do
100 0.0148 || 0.0032 | 0.0080 || 0.0018
250 0.0103 || 0.0022 | 0.0056 || 0.0013
500 0.0077 || 0.0018 || 0.0043 || 0.0011
1000 0.0067 || 0.0015 | 0.0037 || 0.0009
2500 0.0057 || 0.0011 || 0.0030 || 0.0006
5000 0.0045 || 0.0009 | 0.0024 || 0.0005

10000 0.0036 || 0.0007 | 0.0019 || 0.0004
Distribuciéon normal

N min dy || max d; || min dy || max ds
100 0.018 0.0263 || 0.0067 || 0.0082
250 0.0134 || 0.0154 | 0.0048 || 0.0061
500 0.0111 || 0.0231 | 0.0045 || 0.0047
1000 0.0091 || 0.0268 | 0.0034 || 0.0036
2500 0.0047 0.010 0.0017 || 0.0019
5000 0.0035 || 0.0056 | 0.0013 || 0.0014

10000 0.0024 || 0.0055 | 0.0008 || 0.0009
Distribucién uniforme

N min d; || max d; || min dy || max ds
100 0.0094 || 0.0177 | 0.0049 || 0.0098
250 0.0066 || 0.0124 | 0.0034 || 0.0069
500 0.0048 || 0.0095 | 0.0025 || 0.0055
1000 0.0042 || 0.0081 | 0.0022 || 0.0046
2500 0.0038 || 0.0066 | 0.0020 || 0.0036
5000 0.030 0.0053 || 0.0015 || 0.0029

10000 0.0024 || 0.0042 | 0.0012 || 0.0023
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D.T. de 0.0004. Ambos resultados son muy satisfactorios.
También para la distribucién beta se obtiene, para distintos valores de sus parame-
tros, errores muy pequenos, como lo muestra la tabla 4.2.

Tabla 4.2: Estadisticos descriptivos de las distancias en funcién del tamafio mues-
tral.

shape 1 || shape 2 di D.T. d; dsy D.T. dy
0.27 0.44 0.0052 || 0.0013 | 0.0030 || 0.0008
0.86 0.57 0.0042 || 0.0008 | 0.0023 || 0.0005

1 1 0.0054 || 0.0011 | 0.0029 || 0.0007
1.45 1.81 0.0099 || 0.0020 | 0.0053 || 0.0012
2.3 2.65 0.0118 || 0.0027 | 0.0065 || 0.0016
2.5 2.5 0.0121 || 0.0027 | 0.0067 || 0.0016

5 5 0.0164 || 0.0041 | 0.0093 || 0.0025
shape 1 || shape 2 || min d; || max d; || min do || max ds
0.27 0.44 0.0032 || 0.0066 | 0.0017 || 0.0039
0.86 0.57 0.0029 || 0.0048 | 0.0015 || 0.0028
1 1 0.0034 || 0.0064 | 0.0018 || 0.0036
1.45 1.81 0.0065 || 0.0116 | 0.0033 || 0.0064
2.3 2.65 0.0074 || 0.0144 | 0.0039 | 0.0081
2.5 2.5 0.0076 || 0.0147 | 0.0040 || 0.0083

5 5 0.0097 || 0.0205 | 0.0123 || 0.0420

4.3.2.2. Modelo 2P

En el modelo logistico de dos parametros obtuvimos con la distribucién normal que
d; varfa entre 0.0029-0.0075 y tiene una media de 0.0048 y una D.T. de 0.0018. En tanto,
dy varia entre 0.0009-0.0021 y tiene una media de 0.0014 y una D.T. de 0.0003.

Si utilizamos la distribucién uniforme obtenemos, para dy, el rango 0.0004-0.0068, una
media de 0.0036 y una D.T. de 0.0024 y, para ds, el rango 0.0008-0.0033, una media de
0.0020 y una D.T. de 0.0012.

Con la distribucién beta (0.27, 0.44) tenemos, para d;, un rango de 0.0007-0.00075,
una media de 0.0046 y una D.T. de 0.0026 y, para ds, un rango de 0.0004-0.0045,una
media de 0.0027 y una D.T. de 0.0016.

Con beta (2.3, 0.57)obtuvimos, para dy, un rango de 0.0008-0.0113, una media de
0.0077 y una D.T. de 0.0047 y, para ds, un rango de 0.0005-0.0087, una media de 0.0046
y una D.T. de 0.0029.

Con beta (5,5) obtuvimos, para dj, un rango de 0.0011-0.0232, una media de 0.0126
y una D.T. de 0.0076 y, para do, un rango de 0.0007-0.0135, una media de 0.0073 y una

Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 201 — #217

D.T. de 0.0044.

4.3.2.3. Modelo 3P

En el modelo de tres parametros se obtienen los siguientes estadisticos para ambas
distancias en las distribuciones anteriores.

En la distribuciéon normal, para di, el rango es 0.0018-0.0058, la media 0.0039 y la
D.T. 0.0013 y, para ds, el rango es 0.0006-0.0020, la media 0.0012 y la D.T. 0.0005.

En la distribucién uniforme, para di, el rango es 0.0017-0.0064, la media 0.0031 y la
D.T. 0.0018 y, para ds, el rango es 0.0009-0.0037, la media 0.0017 y la D.T. 0.0010.

En la distribucién Beta (0.27,0.44), para d;, el rango es 0.0001-0.0088, la media 0.0035
y la D.T. 0.0025 y, para ds, el rango es 0.0001-0.0054, la media 0.0021 y la D.T. 0.0015.

En la distribucién Beta (2.3,0.57), para di, el rango es 0.0002-0.0165, la media 0.0061
y la D.T. 0.0049 y, para ds, el rango, 0.0001-0.0101, la media 0.0036 y la D.T. 0.0030.

En la distribucién Beta (5,5), para dy, el rango es 0.0002-0.0257, la media 0.0098 y la
D.T. 0.0078 y, para da, el rango es 0.0001-0.0152, la media 0.0057 y la D.T. 0.0046.

4.3.2.4. Modelo logit cubico

En el modelo logit ciibico se obtiene:

En la distribuciéon normal, para d;, el rango es 0.0032-0.0041, la media 0.0035 y la
D.T. 0.0003 y, para ds, el rango es 0.0016-0.0019, la media 0.0017 y 1la D.T. 0.0001.

En la distribucién uniforme, para para dq, el rango es 0.0034-0.0069, la media 0.0053
y la D.T. 0.0012 y, para ds, el rango es 0.0019-0.0040, la media 0.0031 y la D.T. 0.0007.

En la distribucién Beta (0.27,0.44), para dy, el rango es 0.0043-0.010, la media 0.0075
y la D.T. 0.0018 y, para ds, el rango es 0.0025-0.0062, la media 0.0046 y la D.T. 0.0012.

En la distribucién Beta (2.3,0.57), para d, el rango es 0.0077-0.0171, la media 0.0132
y la D.T. 0.0035 y, para ds el rango es 0.0047-0.0106, la media 0.0081 y la D.T. 0.0021.

En la distribucién Beta (5,5), para di, el rango es 0.0131-0.0257, la media 0.0206 y la
D.T. 0.0053 y, para ds, el rango es 0.0075-0.0168, la media 0.0122 y la D.T. 0.0031.

En todos los casos se ha verificado que el método de estimacién funciona muy bien
cuando se utiliza el modelo deterministico. Los errores disminuyen a medida que aumen-
ta el tama no muestral y no son afectados cuando se utilizan diferentes distribuciones

para el rasgo.

4.4. Estudio del modelo unidimensional no paramétrico para
rasgo conocido

En este segundo estudio consideraremos el rasgo conocido, y a partir de él, generare-

mos respuestas a items segiin modelos predeterminados.
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Con las respuestas a estos items estimamos la CCI y calcularemos las distancias ya
definidas para estudiar el ajuste.

4.4.1. Método

Analizaremos dos efectos: el tamafnio muestral y el tipo de distribucién.

Para la investigacién de la incidencia del tamano muestral tomaremos tamanos mues-
trales de 100; 250; 500; 1000; 2500; 5000 y 10000 sujetos, con rasgo distribuido normal
0,1. Estimaremos 10 modelos distintos de tres parametros con cada uno de los tamanos
muestrales.

Los valores de los parametros son aleatorios. Se utilizo para generar la distribucién
uniforme [0.5,2], para b uniforme [-2,2] y para ¢ uniforme [0,0.5].

Para analizar cémo funciona el método cuando generamos respuestas donde el rasgo
sigue distintas distribuciones, simulamos sujetos con rasgo distribuido en forma normal
(0,1), uniforme [0,1], beta (0.27,0.44), beta (2.3,0.57) y beta (5,5). En este caso, se utiliza-
ron modelos 3P con parametros aleatorios y con iguales distribuciones que los anteriores
y modelos logit ctibico, con distribucién para los pardmetros a, uniforme [-1,1], b, uni-
forme [1,2.5] y ¢=0.75.

4.4.2. Cobdigo de las funciones utilizadas
4.4.2.1. Simulacién de respuestas

A los efectos de simular respuestas a items cuyas curvas caracteristicas siguen un
modelo determinado utilizamos la funcién genresp que puede verse en el apartado de
funciones.

Esta funcién retorna una matriz de valores 0,1, y si tot=1, se agrega, ademds, una
columna con los totales obtenidos por cada sujeto y otra columna donde se suma a cada
total una variable aleatoria uniforme a los efectos de romper los empates.

Presentamos a continuacién una funcién iccsmoothing que calcula las curvas carac-
teristicas de los items y los errores estandar para 6 conocido. En el apartado de funciones

veremos la misma funcién modificada para el caso general.

iccsmoothing< —function(items,h,testsort,ability,points) {

# items un arreglo de indices de las curvas a ser estimadas

# h ancho de banda

# testsort un test dicotémico con I filas (una para cada sujeto) y

# J columnas (una para cada {tem)

# Las filas estdn preordenadas en orden ascendente segin algtin estadistico
# como, por ejemplo, la puntuacién total

# ability un vector con las I habilidades

# points un vector de thetas donde las curva sera evaluada
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# La funcién retorna dos matrices NxJ conteniendo los estimados de ICC y los errores
estandar

#primera fase: computa valores de las curvas en los puntos de evaluacién

npoints< —length(points)

nexaminees< —length(ability)

nitems< —length(items)

#inicializa arrays

icc< —matrix(0,npoints,nitems)

weigth< —matrix(0,npoints,nexaminees)

icchat< —matrix(0,nexaminees,nitems)

#calculo del operador de smoothing en cada punto de evaluacién

for(i in 1:npoints){
theta< —points[i]
residual< —(ability-theta)/h

# conjunto de indices para pesos significativamente positivos
windex< —abs(residual)j=3000

# valores de smoothing para este conjunto de indices
kernel< —exp(-(residual[windex]2)/2)
weigth[i,windex]< —kernel/sum(kernel)

¥

# calculo de valores de ICC

icc< —weigth

# Segunda fase calculo de estimados y error estandar

# interpolar valores de curvas de valores de habilidad

for(j in 1:nitems){
icchatl[,j]< —approx(points,icc[,j],ability)$y
icchat[is.na(icchat),jj< —0

¥

# computar los errores estandar con pesos estandar

errest< — sqrt(weigth 2% * % (icchat*(1-icchat)))

# retorno

return(icc,errest)

}

Simularemos distintas curvas y veremos su ajuste, para ello utilizaremos la funcién

simul4.
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simuld< —function(a,b,c,theta,h,gra,nom=.2uxi.txt”)

#a vector de valores de a

#b vector de valores de b

#c vector de valores de ¢

#theta vector de habilidades

#h ventana a utilizar

# vector de 0 y 1 que indica si se ace el grafico o no

simm< —genresp(a,b,c,theta)

ancho< —(max(theta)-min(theta))/1000

sali< —matrix(nrow=length(a),ncol=12)

leta< —seq(min(theta),max(theta),ancho)

D=17

Prob< —matrix(0,length(leta),length(a))

ll< —seq(1,length(a),1)

rams< —icesmoothing(1l,h,simm,theta,leta)

for(j in 1:length(a)) {

Problj] < — cfil + (1 - fil) * exp( D *afj] * (leta - b[j})))/(1 + exp(D * afj] * (leta
b))

di< —distancias(rams$iccl,j],Prob[,j],leta,ancho)

salifj,1]< —al[j]
salifj,2]< —"& 7
salifj,3]< —blj|
salifj4]< —"& ”
sali[j,5] < —c[]
salifj,6]< =& ”
salifj,7]< —di$d1
salifj,8]< —"& 7
salifj,9]< —di$d2
salifj,10]< =& ”
salifj

0]<
i 11]< —di$d3
12]<

salilj,

if(graj]==1){
guiPlot(DataSetValues=data.frame(leta,Probl,j]),
GraphSheet=guiGetGSName(),Page=j,Graph=j)
guiPlot(DataSet Values=data.frame(leta,rams$icc[,j]),
GraphSheet=guiGetGSName(),Graph=j,Page=j)

}

}
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exportData(sali, nom, type = "FASCII”, colNames = F,
format=" %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %5")

return(rams,Prob,sali) }

4.4.3. Resultados
4.4.3.1. Tamano muestral

En las tablas 4.4 a 4.13 claramente se observa como en todos los modelos simulados
las distancias disminuyen al incrementarse el tamano muestral. En la tabla 4.3 donde
mostramos las medias y desviaciones tipicas de estas diez simulaciones también se obser-
va esto. Es interesante observar de que forma, a partir de N=250, la distancia ds tiene
una media de 0.0553, que es una buena aproximacién. Por lo tanto, no necesitamos un
gran tama no muestral, y para N=1000 la media es 0.0309, lo cual es excelente.
En las simulaciones 1 y 2 incluimos los gréaficos para los distintos tamafios muestrales.
Alli podemos visualizar cémo varia la proximidad de las curvas en funciéon de N. Ademas,
se observa de qué manera, para los tama nos mayores a 1000, donde el ajuste es excelente,
el mayor error se da en los extremos de la distribucién del rasgo (préximo a -3). Esto
sucede, en general, cuando utilizamos regresién no paramétrica, ya que se trata de un

promedio local.

Tabla 4.3: Media y desviaciéon tipica de dz en las 10 simulaciones.

N dy D.T.d,
100 || 0.11956 | 0.0407
250 0.0538 0.0203
500 0.0553 0.0168
1000 || 0.0309 || 0.00837
2500 || 0.0239 0.0038
5000 || 0.0144 0.0041
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Probabilidad
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Tabla 4.4:

N dy da ds
100 0.4768 || 0.1716 || 0.3195
250 0.2517 || 0.0664 || 0.1530
500 0.2116 || 0.0749 || 0.1442
1000 || 0.1831 || 0.0369 || 0.2667
2500 || 0.1158 || 0.0302 || 0.1444
5000 || 0.1153 || 0.0195 || 0.0813

Figura 4.1

Modelos vs. Estimado

Simulacién 1,a = 1,3043 b = 1,7300 ¢ = 0,2868
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Tabla 4.5: Simulacién 2 ¢ = 1,9494 b = —1,987 ¢ = 0,1677

N dy da ds
100 || 0.6973 || 0.1057 || 0.8042
250 || 0.0650 | 0.0165 || 0.0572
500 || 0.5965 || 0.0656 || 0.8041
1000 || 0.1269 | 0.0174 || 0.0636
2500 || 0.1620 || 0.0178 || 0.3134
5000 || 0.0491 || 0.0081 || 0.0756

Figura 4.2

Modelo vs. Estimado
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Tabla 4.6: Simulacién 3, a = 0,6431419 b = —1,923517 ¢ = 0,1906125
N dy do ds
100 0.4516 || 0.0847 || 0.0649
250 0.3635 || 0.0637 || 0.5281
500 0.4973 || 0.0724 || 0.6186
1000 || 0.1274 || 0.0239 || 0.3477
2500 || 0.1197 || 0.0230 || 0.1380
5000 || 0.0592 || 0.0148 || 0.0658
Tabla 4.7: Simulacién 4, a = 1,2513 b = 1,0231 ¢ = 0,0500
N d1 d2 d3
100 0.1491 || 0.0679 || 0.1226
100 0.0799 || 0.0338 || 0.0499
250 0.1262 || 0.0481 || 0.0941
500 0.0995 || 0.0287 || 0.1126
2500 || 0.0590 || 0.0222 || 0.0367
5000 || 0.0533 || 0.0179 || 0.0229
Tabla 4.8: Simulacién 5, a = 1,6675 b = —0,351 ¢ = 0,2165
N d1 d2 d3
100 0.2639 || 0.0911 || 0.2588
250 0.1006 || 0.0424 || 0.0893
500 0.2765 || 0.0425 || 0.6427
1000 || 0.1127 || 0.0312 || 0.0469
2500 || 0.0571 || 0.0188 || 0.0572
5000 || 0.0434 || 0.0090 || 0.0640
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Tabla 4.9: Simulacién 6, a = 0,5212 b = —0,642 ¢ = 0,1411
N dl d2 d3
100 0.5430 || 0.1648 || 0.6221
250 0.4907 || 0.0878 || 0.6736
500 0.1776 || 0.0410 || 0.0732
1000 {| 0.2535 || 0.0420 || 0.3413
2500 || 0.1004 || 0.0244 || 0.1299
5000 || 0.0428 | 0.0114 || 0.0542
Tabla 4.10: Simulacién 7, a = 1,8491 b = —0,807 ¢ = 0,4264
N dq ds ds
100 0.4870 || 0.1104 || 0.3958
250 0.2079 || 0.0500 || 0.1635
500 0.1739 || 0.0217 || 0.4342
1000 [| 0.1545 || 0.0253 || 0.0827
2500 || 0.1086 || 0.0245 || 0.1641
5000 || 0.0569 || 0.0126 | 0.0889
Tabla 4.11: Simulacién 8, a = 1,7506 b = 1,6515 ¢ = 0,4589
N d1 d2 d3
100 0.5772 || 0.1734 || 0.0833
250 0.3665 || 0.0724 || 0.4486
500 0.2187 || 0.0603 || 0.1077
1000 {| 0.1482 || 0.0350 || 0.3104
2500 || 0.0958 || 0.0289 || 0.1263
5000 || 0.0468 || 0.0141 || 0.0294
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Tabla 4.12: Simulacién 9, a = 1,6405 b = —0,020 ¢ = 0,1172
N d1 d2 d3
100 0.2011 || 0.0798 || 0.1636
250 0.1559 || 0.0505 || 0.1053
500 0.1289 || 0.0582 || 0.0938
1000 || 0.0522 || 0.0256 || 0.0460
2500 || 0.0535 || 0.0252 || 0.0464
5000 || 0.0779 || 0.0168 || 0.1379
Tabla 4.13: Simulacién 10, a = 0,5144 b = 1,8393 ¢ = 0,2498

N dy do ds
100 || 0.4572 || 0.1455 || 0.2181
250 || 0.1857 || 0.0540 || 0.1896
500 || 0.2098 || 0.0689 || 0.1875
1000 || 0.2305 || 0.0430 || 0.0950
2500 || 0.1868 || 0.0237 || 0.2167
5000 || 0.1017 || 0.0196 || 0.0673

Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 211 — #227

4.4.3.2. Ajuste ante distintas distribuciones del rasgo

En este andlisis también se constata un buen ajuste, para todas las distribuciones
utilizadas para simular el rasgo. Este buen funcionamiento para diferentes distribuciones
nos permite trabajar aunque no sepamos exactamente como se distribuye el rasgo. No-
temos que para la distribuciéon normal, como ya se dijo, la distancia adecuada para el

analisis es ds.

Veamos a continuacién los resultados en las siguientes tablas donde claramente, la

distancia do nos muestra un buen ajuste, cualquiera sea la distribucién.

Tabla 4.14: Simulacién 1, a = 0,5821 b = 0,5133 ¢ = 0,1566

dq do ds
normal 0.7102 || 0.0226 || 0.8378
uniforme 0.0147 || 0.0083 || 0.0040
beta(0.27,0.44) || 0.0125 || 0.0075 || 0.0121
beta(2.3,0.57) || 0.0373 || 0.0227 || 0.0707
beta(5,5) 0.0164 || 0.0100 || 0.0468

Tabla 4.15: Simulacién 2, a = 0,5301 b = 1,8373 ¢ = 0,1184

dq do ds
normal 0.2000 || 0.0202 || 0.1476
uniforme 0.0189 || 0.0113 || 0.0243

beta(0.27,0.44) || 0.0173 || 0.0100 || -0.007
beta(2.3,0.57) || 0.0236 || 0.0133 || 0.0334
beta(5,5) 0.0098 || 0.0054 || 0.0062
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Tabla 4.16: Simulacién 3,a = 0,8091 b = —1,065 ¢ = 0,3418
dq do ds
normal 0.4049 || 0.0293 || 0.4666
uniforme 0.0105 || 0.0060 || 0.0191
beta(0.27,0.44) || 0.0024 || 0.0014 || 0.0058
beta(2.3,0.57) 0.0154 || 0.0095 || 0.0389
beta(5,5) 0.0159 || 0.0099 || 0.0406
Tabla 4.17: Simulacién 4,a = 0,9086 b = 0,8393 ¢ = 0,3772
dq do ds
normal 0.4238 || 0.0222 || 0.4523
uniforme 0.0081 || 0.0047 || 0.0153
beta(0.27,0.44) || 0.0221 || 0.0135 || 0.0095
beta(2.3,0.57) 0.0271 || 0.0154 || 0.0413
beta(5,5) 0.0078 || 0.0043 || 0.0161
Tabla 4.18: Simulacién 5,a = 1,9820 b = 0,5811 ¢ = 0,3091
dq do ds
normal 0.3972 || 0.0306 || 0.0308
uniforme 0.0393 || 0.0231 || 0.0704
beta(0.27,0.44) || 0.0165 || 0.0098 || 0.0263
beta(2.3,0.57) 0.0781 || 0.0445 || 0.1142
beta(5,5) 0.0500 || 0.0293 || 0.0857
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Logit ctbico
También cuando el modelo utilizado es el logit ctibico, el ajuste es bueno para las
distintas distribuciones del rasgo.
Es més, la media de dy para la distribucién normal en el modelo 3P fue de 0.0249 en las
5 simulaciones, en tanto, en el modelo logit ctbico fue de 0.0226.
Cuando consideramos la distribucién uniforme, la media de ds fue de 0.0106 en el modelo
3P y de 0.0153 en el logit cibico. Es claro, por lo tanto, que el error es aproximadamente
igual en ambos modelos utilizados.
Tabla 4.19: Simulacién 1 ,a = 0,1305 b = 1,0722 ¢ = 0,75
dy dz ds
normal 0.0382 || 0.0192 || 0.0458
uniforme 0.0227 || 0.0125 || 0.0387
beta(0.27,0.44) || 0.0189 || 0.0108 || 0.0326
beta(2.3,0.57) || 0.0527 || 0.0321 || 0.0946
beta(5,5) 0.0506 || 0.0282 || 0.0620
Tabla 4.20: Simulacién 2 ,a = 0,5928 b = 2,3697 ¢ = 0,75
d; do ds
normal 0.0357 || 0.0184 || 0.0412
uniforme 0.0232 || 0.0137 || 0.0650
beta(0.27,0.44) || 0.0301 || 0.0184 || 0.0376
beta(2.3,0.57) || 0.0542 || 0.0338 || 0.1505
beta(5,5) 0.0460 || 0.0278 || 0.1150
Tabla 4.21: Simulacién 3 ,a = —0,530 b = 1,4939 ¢ = 0,75
dy do ds
normal 0.0478 || 0.0224 || 0.0221
uniforme 0.0301 || 0.0164 || 0.0380
beta(0.27,0.44) || 0.0278 || 0.0154 || 0.0282
beta(2.3,0.57) || 0.0702 || 0.0428 || 0.1259
beta(5,5) 0.0743 || 0.0426 || 0.1118
Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 213
—®



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 214 — #230

Tabla 4.22: Simulacién 4 ,a = —0,581 b = 1,7452 ¢ = 0,75

dy dz ds
normal 0.0363 || 0.0195 || 0.0257
uniforme 0.0362 || 0.0209 || 0.0809
beta(0.27,0.44) || 0.0298 || 0.0180 || 0.0175
beta(2.3,0.57) 0.0925 || 0.0565 || 0.1806
beta(5,5) 0.0731 || 0.0424 || 0.1279

Tabla 4.23: Simulacién 5 ,a = 0,4732 b = 2,2021 ¢ = 0,75

dy da ds
normal 0.0586 || 0.0336 || 0.0412
uniforme 0.0225 || 0.0130 || 0.0587
beta(0.27,0.44) || 0.0346 || 0.0212 || 0.0217
beta(2.3,0.57) || 0.0446 || 0.0276 || 0.1045
beta(5,5) 0.0554 || 0.0338 || 0.1329

4.5. Modelo no paramétrico unidimensional con CCI y rasgo

desconocido
4.5.1. Tamano muestral

Para evaluar el efecto del tamafio muestral calculamos el promedio de las distan-

cias mencionadas previamente en un test de 30 items aplicado a 100, 250, 500 y 1000

individuos cuyas habilidades provienen de una distribucién normal (0,1).

En la regresién no paramétrica utilizamos un ancho de ventana (h) igual a 0.5 y un

nicleo normal, en las siguiente secciones evaluaremos los efectos de considerar distintos

valores para h y distintos ntcleos.

Los resultados fueron:

media de d1  media de d2 media de d3

N =100 0.1736 0.0684 0.1197
N = 250 0.1353 0.0493 0.0753
N = 500 0.1688 0.0552 0.0941
N = 1000 0.1357 0.0480 0.0916

214
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Gréfico de la CCl estimada ftem 1

Prob

Theta
a=0.67b=-0.18c=0.22

4.5.2. Efecto de distintos valores de ancho para la ventana

Utilizando el mismo test de la seccién 4.5.1 anterior aplicado a 1000 individuos, estu-
diamos el efecto de considerar distintos anchos de ventana en la regresién no paramétrica.

En el método de estimacién utilizamos un nticleo normal.

media de d1 media de d2 media de d3

h=0.2 0.1302 0.0339 0.1005
h=04 0.1119 0.0368 0.0784
h=06 0.1773 0.0622 0.1115
h=0.8 0.2854 0.0916 0.1611

h=1 0.3935 0.1174 0.2092

4.5.3. Distintas distribuciones para el parametro habilidad

Para estudiar los efectos de distintas distribuciones para el parametro habilidad con-
sideramos 5 juegos de datos, aplicados a 500 individuos. En cada uno de estos juegos de
datos la habilidad de los individuos proviene de una distribucién de probabilidad distinta.
Las distribuciones consideradas son:

= Normal (0,1)
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Grafico de la CCl estimada item 1
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Uniforme (0,1)

Beta (4,2)

Beta (2,4)

Beta (5,5)

Para realizar la comparacién entre las distintas distribuciones consideradas, fijamos los
valores de a, b y ¢, con valores de a entre 0.5y 2, de b entre -3 y 3 y c entre 0 y 0.25.
En los casos de las variables aleatorias uniformes y beta realizamos una transformacion
debido a que el parametro habilidad tiene como soporte todos los reales y en las variables
aleatorias consideradas es el intervalo [0, 1]. La transformacion realizada es la siguiente:
Sea x una realizacién de una variable aleatoria con soporte [0, 1]. Si x es menor que
2z—1 2z—1

0.5: y = 5= Si x es mayor igual que 0.5: y = )

En todos estos casos utilizamos en la regresiéon no paramétrica un ancho de ventana

igual a 0.5 y un nicleo normal.
Caso a=0.5, b=-3 y ¢=0.

Caso a=0.875, b=-1.5 y ¢=0.0625.
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dl d2 d3
Normal(0,1) 0.2521 0.0385 0.0264
Uniforme(0,1) 0.2693 0.0465 0.0336
Beta(4,2) 0.1725 0.0663 0.1249
Beta(2,4) 0.6611 0.1786 0.0019
Beta(5,5) 0.0737 0.0239 0.0729
di d2 d3
Normal(0,1) 0.0851 0.0289 0.0482
Uniforme(0,1) 0.1711 0.0379 0.0142
Beta(4,2) 0.4436 0.1313 0.3518
Beta(2,4) 0.5032 0.2151 0.0111
Beta(5,5) 0.2312 0.0871 0.2113
Caso a=1.25, b=0 y ¢=0.125.
dl d2 d3
Normal(0,1) 0.1632 0.0656 0.1053
Uniforme(0,1) 0.1386 0.0520 0.0864
Beta(4,2) 0.4256 0.2373 0.3708
Beta(2,4) 0.4720 0.2342 0.0341
Beta(5,5) 0.1121 0.0555 0.0793
Caso a=1.625, b=1.5 y ¢=0.1875.
dl d2 d3
Normal(0,1) 0.2633 0.0916 0.1461
Uniforme(0,1) 0.2313 0.0785 0.1106
Beta(4,2) 0.5329 0.2542 0.4462
Beta(2,4) 0.2831 0.0964 0.0201
Beta(5,5) 0.2960 0.0846 0.0006

Caso a=2, b=3 y ¢=0.25.
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dl d2 d3

Normal

Uniforme

(0,1) 0.6364 0.1584 0.5160
(0,1) 0.7540 0.1910 0.6064
Beta(4,2) 0.9668 0.2889 0.7076
(2,4) 0.5349 0.1335 0.4041
(5,5) 0.6117 0.1478 0.4989

4.5.4. Efecto de distintos nicleos en la regresion no paramétrica

Para ver como funciona el método de estimacién al considerar distintos ntcleos, uti-

lizamos el test de la seccién 4.5.1 aplicado a

1000 individuos con distribucién de habili-

dades normal (0,1) y fijamos un valor de ancho de ventana igual a 0.5. Consideramos los

siguientes cuatro nicleos:

2

1. \/%7 e~ ('nor”)
2. (1—2?) J|z| <1 (epa’)

3. 3711 —2?%) |z <1 ('mdl’)

4. 4711 —2%)?  |x| <1 ('md2’)

media de d1 media de d2 media de d3

nor 0.1356
epa 0.1244
mdl 0.1246
md2 0.1391

0.0480 0.0916
0.0322 0.0903
0.0322 0.0904
0.0359 0.1122

4.5.5. Comparacion entre distintos modelos y métodos de estimacion.

Compararemos cuatro modelos: el logistico de tres pardmetros, el logistico de dos

parametros, el logistico de un pardmetro y el modelo logit ciibico.

Modelo logistico de dos pardmetros:

Modelo logistico de un parametro:

218

eDa(0-b)

1+ eDa(0-b)

eD(0-b)

1+ P00
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Grafico de la CCl estimada item 1
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Theta

a=0.67b=-0.18c=0.22

En el logistico de tres pardmetros consideramos al pardmetro ¢ ~ U(0,0,25), b ~
U(-2,2) y a~U(0,5,2). En el caso de logistico de dos pardametros ¢ es igual a cero y en
el caso del modelo logistico de 1 pardmetro ademas de c igual a cero, a es igual a uno.

Modelo logit ciibico:

ea+b9+093
P(z; = 1|0) =

1+ ea+b9+003
Para este modelo el pardmetro a ~ U(—1,1), b ~ U(1,2,5) y ¢ es fijo igual a 0,75.
Para evaluar los distintos modelos consideramos el test de la seccion 4.5.1 aplicado a
1000 individuos con distribucién de habilidad normal(0,1). En la regresién no paramétrica

utilizamos un ancho de ventana igual a 0.5 y un nticleo normal.

Para realizar la comparacion entre los distintos métodos de estimacién utilizamos el
programa Multilog (MLG). Este estima las CCI mediante TRI clésico.

Para comparar las estimaciones de la habilidad calculamos:

N ~
Zi:l 01 - 01

N

Dif =
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media de d1  media de d2 media de d3

3 pardmetros reg. np 0.1357 0.0480 0.0916
3 pardametros MLG 0.1353 0.0480 0.0933
2 parametros reg. np 0.1409 0.0525 0.0882
2 parametros MLG 0.1482 0.0554 0.0912
1 pardmetro reg. np 0.1140 0.0427 0.0715
1 pardmetros MLG 0.1195 0.0451 0.0744
logit cubico reg. np 0.1410 0.0667 0.1011
logit cibico MLG 1.1476 0.3590 0.3700

Dif Reg. np  Dif Multilog

logistico 1p 0.2355 0.2382
logistico 2p 0.2321 0.2347
logistico 3p 0.2766 0.3801
logit cubico 0.2186 0.4533

4.5.6. Otros resultados
4.5.6.1. Modelo logistico

En la tabla 4.24 vemos como disminuye el ECM y la diferencia absoluta a medida que
la muestra crece, y que cuando N=>500, el error cometido es muy pequeno.
Cuando analizamos el ajuste en los 30 {tems con una muestra de N=500 el méximo error
cometido en dy es de 0.0856.

Tabla 4.24: Estudio del efecto del tamano muestral

N ECM Dif Abs
100 0.01722711 0.1039181
250 0.01215409 || 0.08091041
500 || 0.003302364 || 0.03618572
1000 || 0.001594676 || 0.03143627
2500 || 0.001311621 || 0.02055305
5000 || 0.000552657 || 0.0154313

4.5.6.2. Logit cibico

Se obtuvo para el rasgo un error cuadratico medio de 0.0033 y un error absoluto medio
de 0.0362 y el ajuste a las curva fue bueno. Esto muestra la potencia del método. Funciona
bien para modelos diferentes a los logisticos, lo que hace que pueda ser ampliamente

aplicado.

220 Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 221 — #237

Tabla 4.25: Ajuste de los diferentes {tems N=100

item dy da d3
1 0.2972 || 0.1026 || 0.1631
2 0.1870 || 0.0756 || 0.2172
3 0.1768 || 0.0505 || 0.0923
4 0.3434 || 0.1538 || 0.2511
b) 0.2684 || 0.0711 || 0.6053
6 0.1961 || 0.1066 || 0.1877
7 0.1531 || 0.0808 || 0.1882
8 0.2242 || 0.0507 || 0.1664
9 0.3128 || 0.0937 || 0.1417
10 0.2574 || 0.1185 || 0.3637
11 0.2100 || 0.0839 || 0.4033
12 0.2683 || 0.0964 || 0.3512
13 0.3439 || 0.0991 || 0.6996
14 0.2103 || 0.0780 || 0.2630
15 0.2942 || 0.0866 || 0.4130
16 0.2290 || 0.1206 || 0.2294
17 0.3292 || 0.1544 || 0.3427
18 0.3973 || 0.1377 || 0.5476
19 0.3205 || 0.1381 || 0.3550
20 0.2466 || 0.1095 || 0.1653
21 0.1248 || 0.0402 || 0.1866
22 0.3880 || 0.1186 || 0.5168
23 0.1849 || 0.0762 || 0.1363
24 0.2431 || 0.1030 || 0.1864
25 0.3117 || 0.1279 || 0.2317
26 0.2858 || 0.0827 || 0.6013
27 0.1879 || 0.0626 || 0.0751
28 0.3398 || 0.0829 || 0.5051
29 0.3619 || 0.1393 || 0.2406
30 0.1014 || 0.0333 || 0.2511

4.6. Simulaciones en dos dimensiones, items dependientes de
una sola habilidad

Para introducirnos en la simulacién en dos dimensiones consideramos tests de n items,

en los que los primeros 30 items dependen de una habilidad y los siguientes 30 de otra.
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Tabla 4.26: Ajuste de los diferentes items N=500

item dy da d3
1 0.1512 || 0.0668 || 0.1133
2 0.2517 || 0.0445 || 0.3039
3 0.2103 || 0.0372 || 0.4830
4 0.3508 || 0.0747 || 0.1519
b) 0.1679 || 0.0235 || 0.3831
6 0.1483 || 0.0449 || 0.1026
7 0.1156 || 0.0436 || 0.0770
8 0.2006 || 0.0459 || 0.2693
9 0.1788 || 0.0364 || 0.1969
10 0.1109 || 0.0428 || 0.0608
11 0.0983 || 0.0205 || 0.0550
12 0.1980 || 0.0338 || 0.0848
13 0.1435 || 0.0430 || 0.1897
14 0.3022 || 0.0582 || 0.0911
15 0.1675 || 0.0285 || 0.1110
16 0.1033 || 0.0367 || 0.0418
17 0.1826 || 0.0789 || 0.3277
18 0.1731 || 0.0428 || 0.1192
19 0.1277 || 0.0562 || 0.0789
20 0.1712 || 0.0550 || 0.0802
21 0.1769 || 0.0295 || 0.0003
22 0.3965 || 0.0835 || 0.0913
23 0.1786 || 0.0533 || 0.2031
24 0.1847 || 0.0691 || 0.1601
25 0.1417 || 0.0357 || 0.0454
26 0.1240 || 0.0478 || 0.0940
27 0.1787 || 0.0430 || 0.1864
28 0.3249 || 0.0431 || 0.5754
29 0.3177 || 0.0756 || 0.3979
30 0.2598 || 0.0856 || 0.1208

Las habilidades las simulamos de distribuciones bivariadas con marginales conocidas y

distintos niveles de correlacién (cépulas).
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Tabla 4.27: Ajuste de los diferentes {tems N=2500

item dy da d3
1 0.1682 || 0.0373 || 0.2008
2 0.3424 || 0.0385 || 0.0583
3 0.1620 (| 0.0227 || 0.2131
4 0.3825 || 0.0449 || 0.1176
b) 0.1037 || 0.0162 || 0.0718
6 0.1398 || 0.0205 || 0.0469
7 0.1081 | 0.0345 || 0.0701
8 0.1045 || 0.0196 || 0.1580
9 0.0516 || 0.0145 || 0.0197
10 0.1515 || 0.0392 || 0.0511
11 0.0817 || 0.0114 || 0.0222
12 0.2174 || 0.0440 || 0.0686
13 0.1660 {| 0.0220 || 0.0422
14 0.1985 || 0.0285 || 0.0431
15 0.0847 || 0.0170 || 0.2427
16 0.0992 || 0.0308 || 0.0643
17 0.1202 || 0.0378 || 0.0717
18 0.3114 || 0.0371 || 0.0613
19 0.1176 || 0.0298 || 0.0498
20 0.0964 || 0.0203 || 0.0862
21 0.1545 || 0.0228 || 0.1686
22 0.2501 || 0.0298 || 0.0414
23 0.2504 || 0.0329 || 0.0142
24 0.1253 || 0.0234 || 0.1117
25 0.1048 || 0.0219 || 0.1634
26 0.0846 || 0.0149 || 0.0289
27 0.2000 || 0.0181 || 0.0314
28 0.1716 || 0.0160 (| 0.1565
29 0.2407 || 0.0449 || 0.1394
30 0.2340 || 0.0528 || 0.0992

4.6.1. Efecto del tamano muestral

Para evaluar el efecto de distintos tamanos de muestra calculamos el promedio en
todos los items de las distancias en un test con las caractersticas previamente descritas

aplicado a 100, 500 y 1000 individuos, cuyas habilidades provienen de una cépula con
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Tabla 4.28
Distribucién ECM Dif Abs
normal 0.001311621 0.02055305
uniforme 0.00003541157 || 0.004724083

beta(0.27,0.44) || 0.00002913581 || 0.003250605
beta(2.3,0.57) || 0.00004478771 || 0.004950457
beta(5,5) 0.00004357959 || 0.005663073

marginales normales(0,1) y correlacién de 0,75.

En este caso utilizamos en la regresién no paramétrica un nticleo normal y un ancho

de ventana igual a 0,2, més adelante veremos el efecto de considerar otras alternativas.

Modelo

r 1.0

r 0.9

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r 03

a=165b=-0.75¢c=0.23
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Tabla 4.29
{tem d1 dg d3
1 0.1047 || 0.0580 | 0.0428
2 0.1065 || 0.0613 | 0.0941
3 0.0683 || 0.0360 || 0.0827
4 0.0338 || 0.0192 || 0.0301
) 0.0846 || 0.0499 | 0.1121
6 0.0251 || 0.0149 | 0.0319
7 0.0422 || 0.0236 || 0.0490
8 0.0286 || 0.0161 || 0.0211
9 0.0479 || 0.0277 || 0.0586
10 0.0519 || 0.0294 || 0.0647
11 0.0755 || 0.0397 || 0.0839
12 0.0643 || 0.0379 || 0.0483
13 0.0518 || 0.0278 || 0.0639
14 0.0554 || 0.0321 || 0.0606
15 0.0599 || 0.0310 || 0.0504
16 0.0275 || 0.0146 | 0.0241
17 0.0397 || 0.0213 | 0.0238
18 0.1133 || 0.0704 || 0.1592
19 0.0423 || 0.0252 | 0.0599
20 0.0630 || 0.0366 | 0.0663
21 0.0270 || 0.0156 || 0.0348
22 0.0851 || 0.0488 || 0.0688
23 0.0485 || 0.0265 || 0.0551
24 0.0268 || 0.0138 || 0.0302
25 0.0243 || 0.0124 | 0.0069
26 0.0609 || 0.0352 || 0.0725
27 0.0431 || 0.0242 || 0.0533
28 0.0405 || 0.0223 || 0.0462
29 0.0468 || 0.0272 | 0.0581
30 0.0458 || 0.0256 || 0.0486

4.6.2. Efecto de distintos valores de ancho de ventana.

Para comparar las estimaciones mediante regresién no paramétrica al variar los anchos
de ventana consideramos el test de la seccién 4.6.1 anterior aplicado a 500 individuos.
Luego realizamos las estimaciones utilizando distintos anchos de ventana y calculamos

las tres distancias, en todos los casos el utilizamos un nicleo Normal en la regresiéon no
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d3
0.2565
0.2224
0.1760

d2

dl
100 0.1112 0.0232
500 0.0224 0.0042
1000 0.0104 0.0021

N
N

N

=500

Estimada N

r 1.0

r 0.9

r 0.8

r 07

r 0.6

r 05

0.23

1.65b=-0.75¢c=

a=

paramétrica.

d2 d3

d1
h=0.2 0.0244 0.0044 0.2490

h=04 0.0303 0.0059 0.2415

h=06 0.0351

0.0069 0.2832

h =08 0.0353 0.0073 0.2278

0.0428 0.0083 0.2627

1

h =
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CCI marginal

0T

80

T
90

pepljiqeqoid

0

theta
165b=-0.75¢

0.23

a=

=0.2

Estimada h

r 1.0

r 0.9

r 0.8

r0.7

r 0.6

r 05

F 0.4

=0.2

0.23h

1.65b=-0.75¢c=

a=

227

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica



page 228 — #244

16:15

2013/7/21

“Tesis*de*maestria”

=0.6

Estimada h

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

0.6

0.23h =

165b=-0.75¢c=

a=
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4.6.3. Efecto de distintas copulas para el parametro habilidad

Evaluamos el efecto de considerar distintas distribuciones bivariadas (c6pulas) para
las habilidades de los individuos. Para ello utilizamos distintas distribuciones marginales
y fijamos el nivel de correlacién entre ambas igual a 0, 75. Luego evaluamos a estos indi-
viduos con el test de la seccion 4.6.1 y calculamos el promedio en todos los items de cada

una de las tres habilidades. Las copulas consideradas tienen las siguientes marginales:

= N(0,1) y N(0,1)

= Beta(5,5) y Beta(5,5)

= U(0,1) y U(0,1)

En este caso le aplicamos a las marginales de las copulas la transformacion mencionada

en la seccién anterior:

Sea x una realizacién de una variable aleatoria con soporte [0,1]. Si x es menor que
0,5:

_2rx-1
v= 2z
Si x es mayor igual que 0,5:
_ 2x-—1
Y= Tort2
d1 d2 d3

N(0,1);N(0,1) 0.0244 0.0040 0.1874
Beta(5,5);:Beta(5,5)  0.0264 0.0047 0.2526
U(0.1,0.9);U(0.1,0.9)  0.0155 0.0028 0.2373
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Beta(5,5);Beta(5,5)

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

0.19

1.19b=-193c

a=

U(0.1,0.9);U(0.1,0.9)

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

r 0.65

0.19

1.19b=-1.93c¢c

a=
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4.6.4. Distintos niveles de correlacion entre las habilidades

En esta seccion consideramos distintos niveles de correlacion entre las distribuciones
marginales (N(0,1)) que componen la cépula, es decir, consideraremos distintos niveles
de correlacion entre las dos habilidades de cada individuo. En cada caso sometemos a los
individuos al test de la seccién 4.6.1.

El caso en el cual el coeficiente de correlacién es igual a cero implica que se estd su-

poniendo independencia entre las dos habilidades en cuestién.

d1 2 d3
N(0,1);N(0,1);tho=0 0.0092 0.0017 0.1150
N(0,1);N(0,1);tho= 0.2375  0.0091 0.0017 0.1291
N(0,1);N(0,1);tho= 0.475 0.0114 0.0018 0.2259
N(0,1);N(0,1);tho= 0.7125 0.0132 0.0021 0.2262
N(0,1);N(0,1);tho= 0.95 0.0142 0.0026 0.2751

N(0,1);N(0,1);rho=0

r 1.00

r 0.98

r 0.96

r 0.94

r 0.92

r 0.90

r 0.88

r 0.86

r 0.84

a=119b=-193¢c¢=0.19
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0.475

N(0,1);N(0,1);rho

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

0.19

1.19b=-193c

a=

0.95

N(0,1);N(0,1);rho

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

0.19

1.19b=-1.93c¢c

a=
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4.6.5. Efecto de distintos nicleos en la regresion no paramétrica

Con el fin de evaluar los efectos de distintos nicleos en la regresién no paramétrica
consideramos el mismo test de la seccién 4.6.1 aplicado a 500 individuos. Consideramos
los siguientes cuatro ntcleos:

2

1. \/%67(;) ('nor’)

[N)

. (1—2?) |2tx| <1 (epa))
3. 37 (1 —2?) |atz| <1 ('mdl)
4. 4711 —2%)? |2tz <1 ('md2)

En todos los casos fijamos el ancho de ventana igual a 0,2.

d1l d2 d3
nor 0.0104 0.0021 0.1760
epa 0.0092 0.0019 0.2184
mdl 0.0095 0.0018 0.2572
md2 0.0109 0.0021 0.3218

CCI Estimada Nucleo epa

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

a=119b=-193¢c=0.19
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CCI Estimada Nucleo md2

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

a=119b=-193¢c=0.19

4.6.6. Comparacion entre valores estimados y reales del parametro habili-
dad

Para comparar la estimacién del parametro habilidad con el verdadero valor de éste,

en una dimension calculamos:

iy |6 — 6

N

Dif =

De modo similar en dos dimensiones calculamos:

S |6y — 04] + |62 — 62

Diff = N
Diff
N=100 0.71
N=500 0.68
N=1000 0.68

Las siguientes dos graficas nos muestran la funcién de densidad del pararetro habi-

lidad y la funcién de densidad estimada de este parametro.
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En el siguiente gréafico tenemos las curvas de nivel de probabilidad acumulada de la
verdadera distribucién del parametro habilidad, en negro, y de la estimacién de ésta, en
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4.7. Simulaciones en dos dimensiones con habilidades depen-
dientes

A continucién consideraremos items dependientes de dos habilidades, como pueden
ser idioma espanol y matematica. Parece 16gico suponer que existe correlacién entre los
niveles de conocimiento de distintas habilidades, por lo que, para simular estas habilida-
des, utilizaremos distribuciones bivariadas con marginales conocidas y distintos grados
de correlacion.

El modelo que utilizaremos serd el logistico de tres parametros, que en el caso de 6

bivariada es:

ePai101+Dai20;2—b;

P(uj = a1, ase, b, ci,0) = c; + (1 — ¢;) i=1,..,nj=1,...,.N

1 + ePairbji+Daiz052—b;
= ;1 es el nivel de discriminacién en la habilidad 1 del item 1.

= ;9 es el nivel de discriminacién en la habilidad 2 del item 1.

b; es el nivel de dificultad del item i.

¢; es el parametro de azar del item i.

0;1 es la habilidad 1 del individuo j.
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= ;o es la habilidad 2 del individuo j.

Para estimar 6 y 6- utilizamos respectivamente:

n
=

n
Qi1 @2
Ty, = § - X; Ty, = § X
a2 [£251

1 i=1

En una primera instancia analizaremos los efectos de distintas distribuciones margi-
nales, manteniendo fijo el nivel de correlacién entre las habilidades. Luego analizaremos
el efecto de distintos grados de correlacién entre las hailidades.

En todos los casos trabajaremos con tests aplicados a 500 individuos y trabajamos

con nucleos normales y anchos de ventana igual a 0,2 en las regresiones no paramétricas.
4.7.1. Efecto del tamano muestral

Evaluaremos los efectos de distintos tamanos de muestra, para ello aplicamos un test
de 60 items a 100, 500 y 1000 individuos cuyas habilidades fueron simuladas de una
distribucién bivariada con marginales N(0,1). En la regresién no paramétrica utilizamos
un ancho de ventana igual a 0,2 y un nicleo normal.

media de d1 media de d2 media de d3

N(0,1);N(0,1) N=100 0.1219 0.0238 0.3000
N(0,1);N(0,1) N=500 0.0287 0.0053 0.3062
N(0,1);N(0,1) N=1000 0.0160 0.0029 0.3456
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r 1.0

r 0.8

r 0.6

r 0.4

r 0.2

1.28a2=1.21b=1.06c=0.13

al=

=500

Estimada N(0,1);N(0,1) N

r 0.9

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r 0.3

r 0.2

1.28a2=1.21b=1.06c=0.13

al=
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4.7.2. Efecto de distintos anchos de ventana

Utilizando el mismo test que en la seccién anterior aplicado a 500 individuos, cal-
cularemos las tres distancias considerando distintos anchos de ventana. Continuamos

utilizando en la regresiéon no paramétrica un nicleo normal.

media de d1 media de d2 media de d3

h=02 0.0288 0.0054
h=04 0.0444 0.0100
h=10.6 0.0552 0.0135
h=038 0.0636 0.0150

h=1 0.0663 0.0160

0.2918
0.3876
0.3870
0.4507
0.4454

Estimada h = 0.2

al=128a2=121b=106c=0.13
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=0.6

Estimada h

r 0.65

r 0.60

r 0.55

r 0.50

r 0.45

r 0.40

r 0.35

r 0.30

1.28a2=1.21b=1.06c=0.13

al=

=1

Estimada h

r 0.56

r 0.54

r 0.52

r 0.50

r 0.48

r 0.46

+ 0.44

r 0.42

r 0.40

1.28a2=1.21b=1.06c=0.13

al=
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4.7.3. Efecto de distintas distribuciones de 6

Para simular las matrices de habilidades de los individuos se generaron tres distribu-

ciones bivariadas cuyas marginales son conocidas con una correlacién igual a 0,75. Estas

distribuciones tienen las siguientes marginales:
1. N(0,1) y N(0,1)
2. B(5,5) y B(5,5)

3. U(0,1) y U(0,1)

Para evaluar el efecto de considerar distintas distribuciones para el pardmetro habilidad,

calculamos las tres distancias y las promediamos.

media de d1  media de d2 media de d3

N(0,1);N(0,1) 0.0154 0.0029
Beta(5,5);Beta(5,5) 0.0308 0.0060
U(0,1);U(0,1) 0.0179 0.0025

0.2457
0.3128
0.2858

Estimada N(0,1);N(0,1)

al=128a2=121b=106c=0.13
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Estimada Beta(5,5);Beta(5,5)
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r 05

r 0.4

r03

r 0.2

0.1
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al=

Estimada U(0,1);U(0,1)
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4.7.4. FEfecto de distintos grados de correlacién entre las habilidades

Para evaluar el efecto de distintos grados de correlacion entre las distintas habilida-

des consideramos una distribucién bivariada con marginales con distribucién N(0,1) y

calculamos las tres distancias para distintos niveles de correlacién.

media de d1 media de d2 media de d3

N(0,1);N(0,1);rho= 0 0.0163 0.0038
N(0,1);N(0,1);rho= 0.2375 0.0153 0.0033
N(0,1);N(0,1);rho= 0.475 0.0156 0.0032
N(0,1);N(0,1);rho= 0.7125 0.0159 0.0029
N(0,1);N(0,1);rho= 0.95 0.0138 0.0022

0.2330
0.2423
0.2859
0.3288
0.2603

Estimada N(0,1);N(0,1);rho= 0

al=128a2=121b=106c=0.13
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0.475

Estimada N(0,1);N(0,1);rho
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4.7.5. Efecto de distintos nucleos

Con el fin de evaluar los efectos de distintos nicleos en la regresién no paramétrica

consideramos el mismo test de la seccién 4.7.1 aplicado a 500 individuos. Consideramos

los siguientes cuatro ntcleos:

2

1. \/%67(;) ('nor’)

[N)

. (1—2?) |2tx| <1 (epa))
3. 37 (1 —2?) |atz| <1 ('mdl)

4. 4711 —2%)? |2tz <1 ('md2)

En todos los casos fijamos el ancho de ventana igual a 0,2.

media de d1  media de d2 media de d3

nor 0.0287 0.0053
epa 0.0895 0.0103
mdl1 0.0895 0.0101
md2 0.0919 0.0110

0.3062
0.6855
0.6867
0.6985

Estimada epa

al=128a2=121b=106c=0.13
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—
Estimada md2
r 1.0
\\‘ r 08
AN
: NN
.‘\\Q‘é' B 06
N
boa
L o.2
X
r 0.0
al=128a2=1.21b=1.06c=0.13
4.7.6. Comparacion entre valores estimados y valores reales del pardmetro
habilidad
Como en la seccion 4.6.6 comparamos el pardmetro habilidad y la estimaciéon de este
mediante:
. Sy 6 — 64] + |62 — 65
Diff = &=
iff -
Diff
N=100 0.72
N=500 0.63
N=1000 0.64
Las siguientes dos graficas nos muestran la funcién de densidad del pararetro habi-
lidad y la funcién de densidad estimada de este parametro.
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En el siguiente gréafico tenemos las curvas de nivel de probabilidad acumulada de la

verdadera distribucién del parametro habilidad, en negro, y de la estimacién de ésta, en

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica

247



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 248 — #264

=

rojo.

©

®

2

N R oo

4.8. Estimacion mondtona

Uno de los postulados basicos de la TRI es que la relacién entre el desempeno de
un examinado en un item y los rasgos implicitos del item pueden describirse con una
funcién que aumenta mondtonamente, llamada curva caracteristica del item. Esta funcién
especifica que a medida que aumenta la habilidad de un individuo también aumenta la
probabilidad de responder correctamente.

Nuestras estimaciones por regresiéon no paramétrica no cumplen con este postulado,
por lo cual, basados en el articulo de Dette, Neumeyer y Pilz (2006): “A simple nonpara-
metric estimator of a strictly monotone regression function” realizamos una transforma-
cién sobre nuestras estimaciones con el objetivo de que éstas sean mondtonas crecientes.

Este articulo propone:

o :thZ/ Kd< Z/fzv) >

como una estimacién de m~1(¢), donde

S K (M) v
K (%)

m(x) =
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4.8.1. Tamano muestral

Para evaluar el efecto del tamano muestral utilizamos un test de 30 items aplica-
do a 100, 250, 500 y 1000 individuos cuyas habilidades provienen de una distribucién
normal(0,1). Estimamos las CCI mediante regresién no paramétrica utilizando un ancho
de ventana de igual a 0.5 y un ntcleo normal. A estas estimaciones les aplicamos la
transformacién descrita anteriormente.

Los siguientes cuadros contienen la media de cada una de las tres distancias conside-
radas, calculadas en todos los items del test. En la primera tabla las distancias fueron
calculadas entre las CCI estimadas por la regresién no paramétrica y las CCI reales. En
la segunda tabla las distancias fueron calculadas entre las transformaciones de las CCI
estimadas y las CCI reales.

media de d1  media de d2 media de d3

N =100 0.1547 0.0748 0.1197
N = 250 0.1187 0.0557 0.0746
N = 500 0.1352 0.0608 0.0941
N = 1000 0.1221 0.0563 0.0916

media de d1 media de d2 media de d3

N =100 0.2350 0.0802 0.1190
N = 250 0.1715 0.0591 0.0800
N = 500 0.1922 0.0651 0.0863
N = 1000 0.1489 0.0562 0.0931
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El siguiente grafico contiene las transformaciones de las estimaciones de las CCI, en
colores, y la CCI real, en negro.
CCl Item 1
o
- — N=100 -
g
o
<
o
T T T T T
-2 -1 0 1 2
Theta
a=0.67b=-0.18c=0.22 hd = 0.04
En el siguiente grafico hay una CCI, una estimacién por regresion no paramétrica de
dicha CCI y la transformacién de esta estimacion.
CClltem 1
o
s
o
<
o
T T T T T
-2 -1 0 1 2
theta
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4.8.2. Efecto de distintos valores de ancho para la ventana

Utilizando el mismo test de la seccién anterior aplicado a 500 individuos, estudiamos
el efecto de considerar distintos anchos de ventana en la transformacién.

media de d1  media de d2 media de d3

reg. n-p 0.1352 0.0608 0.0941
hd = 0.02 0.2336 0.0773 0.0893
hd = 0.04 0.1925 0.0650 0.0863
hd = 0.06 0.1769 0.0599 0.0824
hd = 0.08 0.1629 0.0566 0.0828

hd = 0.1 0.1525 0.0542 0.0837
CClltem 1

Prob

T T T T T T I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Theta
a=067b=-0.18c=0.22
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4.9. Aplicacién a datos reales: test CDI

El Children Depression Inventory (CDI) es un test psicolégico de respuestas politémi-
cas (0, 1y 2) en el cual se miden cuatro rasgos en distintos ftems tal como lo explica la

siguiente tabla.

Rasgo medido Ttems

1 Autoestima Negativa Retraimiento 1, 4, 7, 10, 14, 20, 21, 22, 25

2 Autoestima Negativa Oposicionamiento 5,9, 17, 26, 27
3 Ineficacia 2,3,13, 15, 23, 24

4 Ansiedad 6, 11, 19

Este test fue aplicado a 605 personas de las cuales 324 son de sexo femenino, 280 de

sexo masculino y para 1 se desconoce el género del individuo.

En una primera instancia consideramos el test como unidimensional, por lo tanto
utilizaremos como medida de resumen para estimar el rasgo la media de los puntajes
obtenidos por cada individuo. A continuacién presentamos el grafico del item 1. Las
curvas fueron estimadas por regresién no paramétrica utilizando un nicleo normal y un

ancho de ventana igual a 0,5.

Item 1
o
S
— respuesta 0
— respuesta 1
— respuesta 2
© |
o
© |
o
Q
[
o
<
o
N
o
e
o
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Theta
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4.9.1. Estimacion de las CCI diferenciando por rasgo

En esta seccion estimamos nuevamente las CCI para cada {tem pero en este caso dife-
renciamos por rasgo, es decir, estimamos cada rasgo utilizando la media de los puntajes
en los items en los cuales el rasgo en cuestion es medido y con base en estas estimaciones
de los rasgos estimamos las CCI. Para visualizar esto graficamente mostraremos las CCI

de cuatro ftems distintos, cada uno relacionado a un rasgo distinto.

item 1 Rasgo 1

o |
=
— respuesta 0
—— respuesta 1
—— respuesta 2
@ _|
o
© |
o
o
[
o
<
o
N
o
oS |
o

-4 -2 0 2 4
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item 5 Rasgo 2

— respuesta 0
—— respuesta 1
—— respuesta 2

item 2 Rasgo 3

— respuesta 0
—— respuexta 1
—— respuesty 2
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item 6 Rasgo 4

.
=
— respuesta0
—— respuesta
—— respuesta 2
@ _|
o
© |
o
o
[
o
<
o
N
o
o |
o
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4.9.2. Estudio diferencial del {tem

Para realizar este estudio estimamos las CCI para hombres y mujeres por separado y
luego calculamos el area entre ellas. A modo de ejemplo presentamos la siguiente grafica
que contiene la CCI estimada para cada uno de los géneros para el item 1 y el rasgo 1.

1.0

—— CClI femenino
—— CCl masculino
resta

0.8

0.6

Prob.
0.4

0.2

0.0

-4 -2 0 2 4

La siguiente tabla contiene el drea promedio para todos los items del rasgo en cuestion
de la resta de las CCI diferenciadas por género.

rasgo 1 rasgo 2 rasgo 3 rasgo 4
area DIF respuesta 0 1.154 1.133 1.027 1.233
area DIF respuesta 1 1.076 1.143 1.009 1.114
area DIF respuesta 2 0.746 0.730 0.635 0.513
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4.9.3. Anélisis factorial

Para realizar el andlisis factorial calculamos las correlaciones policéricas entre los
items, luego encontramos los ejes factoriales y rotamos los mismos segun el criterio de
varimax. Una vez que contamos con los ejes factoriales rotados proyectamos los resultados
de los distintos individuos en ellos y utilizamos estas proyecciones como funcién para
ordenar a los individuos y finalmente estimar las CCI. En este dnalisis consideramos
adecuado retener los primeros cuatro que acumulan un 35,6 % de la varianza total. La

siguiente tabla muestra el peso relativo de cada uno de los items en cada eje.

PC1 PC2 PC3 PC4

cl 0.26 0.44 0.29 0.19
c2 0.61 0.12 0.14 -0.07
c3 0.58 0.18 0.11 0.21
c4 0.11 -0.02 0.60 -0.04
c6 -0.04 -0.02 -0.07 0.64
c6 0.11 0.41 0.05 0.26
c7 0.49 0.15 0.30 0.18
c8 0.59 0.26 0.02 -0.01
c9 0.33 0.14 0.23 0.41
cl0 0.27 0.48 0.29 0.06
cll -0.06 0.60 -0.02 0.02
cl2 0.16 0.07 0.54 0.37
cl3 0.38 0.14 0.18 0.00
cl4 0.35 0.07 0.48 0.01
cl5 0.43 -0.16 -0.16 0.13
clé 0.36 0.10 0.10 0.12
cl7 0.11 0.15 0.16 0.54
cig8 0.30 0.01 0.11 0.09
cl9 0.01 0.59 -0.15 -0.23
c20 0.36 0.31 0.41 0.31
c21 0.06 -0.13 0.65 0.01
c22 0.04 0.09 0.58 0.07
c23 0.56 -0.28 0.03 0.15
c24 0.49 -0.14 0.13 0.14
c25 0.38 0.24 0.37 0.30
c26 0.15 -0.11 -0.04 0.43
c27 0.16 0.04 0.11 0.67
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Las siguientes graficas muestran las CCI obtenidas a partir de cada uno de los cuatro
ejes factoriales.
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4.10. Funciones
4.10.1. Funciones para calcular las distancias

Para el calculo de las distancias antes definidas en la seccién 4.1 generamos las si-

guientes funciones donde:
= y1 es el vector con los valores estimados;
= y2 es el vector con los valores reales;
= y3 es el vector con los valores de theta;
» deltal es delta thetal;
= delta2 es delta theta2 (solo para los casos de dos habilidades);

= cop es la cpula (solo para los casos de dos habilidades correlacionadas).
> distancias

function (y1, y2, y3, delta)

{
dl <- sum((yl - y2)°2 * delta)"(0.5)
d3 <- abs(max(yl - y2))
d2 <- sum((yl - y2)~2 * dnorm(y3) * delta)”(0.5)
return(list(dl = d1, 42 = 42, d3 = d3))
¥

> distancias2ind

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica 259



260

“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 260 — #276

function (y1, y2, y3, deltal, delta2)

{
d1l <- sum((yl - y2)~2 * deltal * delta2)"(0.5)
d2 <- sum((yl - y2)°2 * dnorm(y3[, 1], mu[1], sigmal1l, 1]) *
dnorm(y3[, 2], mu[2], sigma[2, 2]) * deltal * delta2)~(0.5)
d3 <- max(yl - y2)
return(list(dl = d1, d2 = d2, d3 = d3))
}

> distancias2cop

function (y1, y2, y3, deltal, delta2, cop)

{
dl <- sum((yl - y2)~2 * deltal * delta2)~(0.5)
d2 <- sum((y1l - y2)~2 * dmvdc(cop, y3) * deltal * delta2)"(0.5)
d3 <- max(yl - y2)
return(list(dl = d1, d2 = d2, d3 = d43))
}

4.10.2. Funciones para la generacion de datos

Para generar los tests como fue descrito en la seccién 4.2 utilizamos las siguintes
funciones para la generacion de datos provenientes de modelos logisticos de uno, dos y

tres pardmetros, provenientes del modelo logit cubico y tests multidimensionales.
= a valores del pardmetro de discriminacion;

b valores del parametro de dificultad;

c¢ valores del pardametro de azar;

theta vector o matriz de habilidades de los examinados;

= nitems (solo para ...).
> genresp

function (a, b, c, theta, tot = 0)
{
D=1.7
if (tot == 0) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a))
}
if (tot == 1) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a) +

2)
}
for (j in 1:length(a)) {
print(j)

for (i in 1:length(theta)) {

Prob <- c[j] + ((1 - c[j1) * exp(D * a[j] * (thetalil -
b[j1)))/(1 + exp(D * al[j]l * (thetali] - b[j1)))

aux <- runif(1, 0, 1)

if (Prob > aux) {
respli, jl =1

}

else {
respli, j1 =0
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}
if (tot == 1) {
su = 1/length(theta)
resp[, (ncol(resp) - 1)] = rowSums(resp, na.rm = T)
resp[, ncol(resp)] = resp[, (ncol(resp) - 1)] + runif (nrow(resp),
0, su)

resp

> genresplogit3

function (a, b, c, theta, tot = 0)

{
D=1.7
if (tot == 0) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a))
}
if (tot == 1) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a) +
2)
}
for (j in 1:length(a)) {
print (j)
for (i in 1:length(theta)) {
Prob <- exp(alj]l + b[jl * thetali] + c[j] * thetalil~3)/(1 +
exp(aljl + b[jl * thetalil + c[j] * thetal[i]"3))
aux <- runif(1, 0, 1)
if (Prob > aux) {
respli, jl =1
}
else {
respli, jl =0
}
}
}
if (tot == 1) {
su = 1/length(theta)
resp[, (ncol(resp) - 1)] = rowSums(resp, na.rm = T)
resp[, ncol(resp)] = respl, (ncol(resp) - 1)] + runif (nrow(resp),
0, su)
}
resp
}

> genresp2

function (nitems, a, b, c, thetas)
{
D=1.7
resp <- matrix(nrow = nrow(thetas), ncol = (sum(nitems) +
length(nitems)))
Probs = Probas = list()
for (j in 1:length(a)) {
print(j)
if (j <= nitems[1]) {
for (i in 1:nrow(thetas)) {
Prob <- c[j] + (1 - c[j]) * exp(D * a[j]l * (thetas[i,
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1] - b[j1))/(1 + exp(D * alj]l * (thetasli,
11 - v[iDHN

aux <- runif(1, 0, 1)

if (Prob > aux) {
respli, jl =1

}

else {
respli, jl1 =0

}

respli, (ncol(resp) - 1)] = sum(respli, 1:nitems[1]]) +
runif (1, 0, 1/nrow(resp))

Probs[i] = Prob

}
if (j >= nitems[1]) {
for (i in 1:nrow(thetas)) {
Prob <- c[j] + (1 - c[j]) * exp(D * al[j] * (thetasl[i,
2] - b[j1))/( + exp(D * a[jl * (thetasl[i,
2] - v[i1))
aux <- runif(i, 0, 1)
if (Prob > aux) {
respli, jl =1
}
else {
respli, jl =0
}
resp[i, ncol(resp)] = sum(respl[i, (nitems[1] +
1) :sum(nitems)]) + runif(1, O, 1/nrow(resp))
Probs[i] = Prob

}
Probas[[j]] = do.call(rbind, Probs)
}

return(list(resp = resp, Probas = Probas))

> genresp2cop

function (a, b, c, thetas)
{
D=1.7
resp <- matrix(nrow = nrow(thetas), ncol = (length(b) + 1))
Probs = Probas = list()
for (j in 1:length(b)) {
print (j)
for (i in 1l:nrow(thetas)) {
Prob <- c[jl + (1 - c[j]) * exp(D * alj, 1] * thetas[i,
1] + D * a[j, 2] * thetas[i, 2] - b[jI1)/(1 +
exp(D * alj, 1] * thetas[i, 1] + D * alj, 2] *
thetas[i, 2] - b[j1))
aux <- runif(1, 0, 1)
if (Prob > aux) {
respli, jl =1

}
else {

respli, j1 =0
}

respl[i, (ncol(resp))] = sum(respli, 1:length(b)])
Probs[i] = Prob
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Probas[[j]] = do.call(rbind, Probs)

}

return(list(resp = resp, Probas = Probas))

}

4.10.3. Funciones para la estimacion de la CCI

Para las estimaciones de las CCI en pruebas unidimensionales utilizamos la funcién

iccsmoothing, mientras que para las estimaciones en pruebas multidimensionales utiliza-

mos las funciones pesos y thetahat. Con la funcién thetahat estimamos las habilidades de

los individuos y con la funcién pesos calculamos los pesos de la regresion no paramétrica:

= {tems;

= h valor del ancho de ventana;

= testsort test ordenado;

= ability vector o matriz de habilidades de los examinados estimadas o reales;

= points vector de puntos donde la curva serd evaluada;

= nucleo=norél nucleo a utilizar en la regresién no paramétrica.

> iccsmoothing

function (items, h, testsort, ability, points, nucleo

{

npoints <- length(points)

nexaminees <- length(ability)

nitems <- length(items)

icc <- matrix(0, npoints, nitems)

weigth <- matrix(0, npoints, nexaminees)

icchat <- matrix(0, nexaminees, nitems)

source ("nucleos/normal.R")

source("nucleos/epa.R")

source("nucleos/md1.R")

source("nucleos/md2.R")

for (i in 1:npoints) {

theta <- points[il
residual <- (theta - ability)/h

if (nucleo
kernel

}

if (nucleo
kernel

}

if (nucleo
kernel

}

if (nucleo
kernel

}

<-

"nor") {

normal (residual)

"epa") {
epa(residual)

"md1") {
md1(residual)

"md2") {
md2(residual)

= "nor")

weigth[i, kernel$windex] <- kernel$res/sum(kernel$res)

}

icc <- weigth %*% testsort[, items]
for (j in 1:nitems) {
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icchat[, j] <- approx(points, icc[, jl, ability)$y
icchat[is.na(icchat[, j1)] <- 0

ieturn(list(icc = icc))
}

= nitems nimero de items del test;

n test;

= ability vector o matriz de habilidades de los examinados estimadas o reales:
> thetahat

function (nitems, test, ability)

{

test = cbind(test, c(1:dim(test)[1]))
res = list()
for (j in 1:length(nitems)) {
if (j ==1 {
testsort = test[order(test[, (sum(nitems) + 1)]),
c(1l:nitems[1], (sum(nitems) + 1), ncol(test))]

}
if (j ==2) {
testsort = test[order(test[, (sum(nitems) + 2)]),
c((nitems[1] + 1):sum(nitems), (sum(nitems) +
2), ncol(test))]
}

habemp = seq(1, length(test[, 1]), 1)/length(test[, 1])
habemp [length(test[, 1])] = (length(test[, 1]) - 1 +
runif (1, 0, 1))/length(test[, 1])
habilidades = gnorm(habemp)
res[[j]1] = cbind(testsort[, ncol(testsort)], habemp,
habilidades)
}
auxl = res[[1]]
aux2 = res[[2]]

colnames(auxl) = c("indice", "habemp", "f-1")

colnames(aux2) = c("indice", "habemp", "f-1")

result = merge(auxl, aux2, by.x = "indice", by.y = "indice")
return(result)

a valores de los pardametros de discriminacién;

= b valores del pardmetro de dificultad;

c valores del pardametro de azar;

test:

> thetahatcop

function (a, b, c, test)

{

264

t1 = t2 = 1ist()
for (i in 1:(ncol(test) - 2)) {
t1[[i1] = (ali, 11/ali, 2]) * test[, il
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t2[[1]1] = (ali, 21/ali, 1]) * testl[, il
}
t1 = do.call(cbind, t1)
t2 = do.call(cbind, t2)
testl = cbind(rowSums(t1l), 1:nrow(test))
test2 = cbind(rowSums(t2), 1l:nrow(test))
habemp = seq(1, length(test[, 1]), 1)/length(test[, 11)

habemp[length(test[, 1])] = (length(test[, 1]) - 1 + runif(1,

0, 1))/length(test[, 11)

testl = cbind(testl[order(testi[, 1]), 2], habemp, gnorm(habemp))
test2 = cbind(test2[order(test2[, 1]), 2], habemp, gnorm(habemp))

colnames(testl) = c("indice", "habemp", "f-1")
colnames(test2) = c("indice", "habemp", "f-1")

result = merge(testl, test2, by.x = "indice", by.y = "indice")

return(result)
}
npoints,that,h,nucleo=nor’
= npoints raiz del niimero de puntos en que serd evaluada la CCI;
= that la salida de las funciones thetahat o thetahatcop;
= h valor del ancho de ventana;
= niicleo=norél nicleo a utilizar en la regresiéon no paramétrica:
> pesos
function (npoints, that, h, nucleo = "nor")
{

source("nucleos 2D/multinorm.R")

source ("nucleos 2D/epa.R")

source ("nucleos 2D/md1.R")

source("nucleos 2D/md2.R")

that = that[, seq(2, dim(that)[2], 2)]

eval = seq(0, 1, length = npoints)

eval[1] = runif(1, 0, eval[2])

eval [npoints] = evall[npoints] - runif(1, 0, evall[2])
nind = c(as.numeric(dim(that) [1]))

pesos = list()

puntos = list()

a=1

for (j in 1:length(eval)) {
print(Sys.time())
print (j)
for (i in 1:length(eval)) {

res = (cbind(rep(evallil, dim(that) [1]), rep(evallj],

dim(that) [1])) - that)/h
kernel = vector(length = dim(res) [1])
puntos[[al]l = c(evallil, evalljl)
if (nucleo == "nor") {

kernel = multinorm(res, sigma)

}

if (nucleo == "epa") {
kernel = epa(res)

}

if (nucleo == "md1") {
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kernel = mdl(res)

}

if (nucleo == "md2") {
kernel = md2(res)

}

weigth = numeric(length(kernel$res))

weigth[kernel$windex] <- kernel$res[kernel$windex]/sum(kernel$res[kernel$windex])

pesos[[al] = weigth
a=a+1

}

pesos = do.call(rbind, pesos)

puntos = do.call(rbind, puntos)
return(list(pesos = pesos, puntos = puntos))

}

4.10.4. Distintos ntcleos para la regresién no paramétrica

A continuacién presentamos las funciones para los distintos ntcleos utilizados en la

regresion no parameétrica, en una y dos dimensiones. En ambos casos el tnico argumento

es el vector de datos a ser evaluado.

Ntcleos en una dimensién

> normal

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex <- abs(x) <= 3000
res = exp(-(x[windex]~2)/2)
return(list(res = res, windex = windex))
}
> epa

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex = abs(x * x) <=1
res = 1 - x[windex] * x[windex]
return(list(res = res, windex = windex))
}
> md1

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex = abs(x * x) <=1
res = 3 * pi~(-1) * (1 - x[windex] * x[windex])
return(list(res = res, windex = windex))
¥
> md2

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex = abs(x * x) <=1
res = 4 x pi~(-1) * (1 - x[windex] * x[windex])"3
return(list(res = res, windex = windex))
}
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Nucleos en dos dimensiones

> multinorm

function (x, sigma)

{

x = as.matrix(x)

library (MASS)

res = numeric(length = (dim(x)[1]))

n = ncol(signma)

for (i in 1:length(res)) {

res[i] = exp((t(x[i, 1) %x% ginv(sigma) %*% x[i, 1)/-2)/(2 *
pi)~(n/2) * det(sigma)~(1/2)

}

windex = abs(res) <= 3000

return(list(res = res, windex = windex))
}
> epa

function (x)

{
x = as.matrix(x)
res = numeric(length = (dim(x)[1]))
windex = vector(length = (dim(x)[1]))
for (i in 1:length(windex)) {
if (e(xli, 1) %% x[i, 1 <= 1) {
windex[i] = "TRUE"
}
res[i] = 1 - t(x[i, 1) %% x[i, ]
}
windex = as.logical(windex)
return(list(res = res, windex = windex))
}
> md1

function (x)

{
x = as.matrix(x)
res = numeric(length = (dim(x)[1]))
windex = vector(length = (dim(x)[1]))
for (i in 1:length(windex)) {
if (e(xli, 1) %% x[i, 1 <= 1) {
windex[i] = "TRUE"
}
res[i] = 3 * pi~(-1) * (1 - t(x[i, 1) %% x[i, 1)
}
windex = as.logical(windex)
return(list(res = res, windex = windex))
}
> md2

function (x)
{
x = as.matrix(x)
res = numeric(length = (dim(x)[1]))
windex = vector(length = (dim(x)[1]))
for (i in 1:length(windex)) {
if (e(x[i, 1) %% x[i, 1 <= 1) {

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica

267



268

“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 268 — #284

windex[i] = "TRUE"
}
res[i] = 4 * pi~(-1) * (1 - t(x[i, 1) %*% x[i, 1)°3
}
windex = as.logical(windex)
return(list(res = res, windex = windex))

}

4.10.5. Funcién para transformar el rango
En algunas secciones se considerd el pardametro habilidad proveniente de variables
aleatorias con rango [0, 1], en estos casos se utilizo la siguiente funcién con el objetivo de

transformar el rango a (—oo, 00).
> cambiosoporte

function (%)
{
y =X
y[which(x < 0.5)]
0.5)1)
y[which(x > 0.5)]
0.5)] + 2)

return(y)

(2 * x[which(x < 0.5)] - 1)/(2 * x[which(x <

(2 * x[which(x > 0.5)] - 1)/(-2 * x[which(x >

}

4.10.6. Funciones utilizadas para el analisis del test CDI

La siguiente funcién calcula el puntaje total permitiendo diferenciar segin el genero
del individuo y el rasgo de interés, ademas devuelve el test en forma dicotémica donde

es considerada como correcta la respuesta a evaluar.
> test.cdi

function (test, respuesta, genero = NULL, rasgo = NULL)
{
if (!is.null(genero)) {
test = test[which(test\$sexo == genero), 2:ncol(test)]
}
if (is.null(genero)) {
test = test[, 2:ncol(test)]
}
if (is.null(rasgo)) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, 2:ncol(test)],
na.rm = T)
}
anretraimiento = c(2, 5, 8, 11, 15, 21, 22, 23, 26) - 1
anoposicionamiento = c(6, 10, 18, 27, 28) - 1
ineficacia = c(3, 4, 14, 15, 24, 25) - 1
ansiedad = c(7, 12, 20) - 1
if (!is.null(rasgo)) {
if (rasgo == 1) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, anretraimiento],

na.rm = T)
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}
if (rasgo == 2) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, anoposicionamiento],
na.rm = T)
}
if (rasgo == 3) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, ineficacial,

na.rm = T)

}
if (rasgo == 4) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, ansiedad],
na.rm = T)
}
}
aux = which(levels(as.factor(test[, 2])) == respuesta)

for (i in 1:(ncol(test) - 1)) {
test[, i] = as.factor(test[, il)

levels(test[, il]) [aux] = "9"
levels(test[, i]) [-aux] = "O"
levels(test[, i]) [which(levels(test[, i]) == "9")] = "i"
test[, i] = as.numeric(as.character(test[, i]))
}
test = matrix(unlist(test), ncol = ncol(test), nrow = nrow(test))
storage.mode(test) = "numeric"
return(test)

Para el estudio diferencial del item se cre6 la siguiente funciéon que calcula el area

> comparacion

function (basel, base2, points, pl = FALSE)

{

basel <- as.numeric(basel)
base2 <- as.numeric(base2)
sumainfl = sumainf2 = list()
for (i in 1:(length(basel) - 1)) {
sumainf1[i] <- min(basel[i], basel[(i + 1)]) * (points[i +
1] - points[il)
sumainf2[i] <- min(base2[i], base2[(i + 1)]1) * (points[i +
1] - points[i])
}
suminfl = sum(unlist(sumainf1))
suminf2 = sum(unlist(sumainf2))
sumasupl = sumasup2 = list()
for (i in 1:(length(base2) - 1)) {
sumasupl[i] <- max(basel[i], base1l[(i + 1)]) * (points[i +
1] - points[i])
sumasup2[i] <- max(base2[i], base2[(i + 1)]) * (points[i +
1] - points[i])
}
sumsupl = sum(unlist(sumasupi))
sumsup2 = sum(unlist(sumasup2))
areal = mean(c(sumsupl, suminfl))
area2 = mean(c(sumsup2, suminf2))
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resta = basel - base2
suma.pos = suma.neg = list()
for (i in 1:(length(resta) - 1)) {
if (mean(c(restal[i], restali + 1])) < 0) {

suma.neg[i] = mean(c(restalil, restali + 1])) * (points[i +

1] - points[il)
}
if (mean(c(restal[il, restali + 1]1)) > 0) {

suma.pos[i] = mean(c(restalil, restali + 1])) * (points[i +

1] - points[il)

}

suma.pos = sum(unlist(suma.pos))

suma.neg = -sum(unlist(suma.neg))

mini = min(resta)

if (pl == TRUE) {
plot(points, basel, type = "1", col = "red", main = "",

ylim = c(mini, 1), ylab = "Prob.", xlab = "Theta")

lines(points, base2, type = "1", col = "blue")
lines(points, resta, type = "1", col = "green")
abline(h = 0)

legend(-4, 1, legend = c("CCI femenino", "CCI masculino",

"resta"), col = c("red", "blue", "green"), lwd = 1)

}

return(list(areal = areal, area2 = area2, area.pos.resta = suma.pos,

area.neg.resta = suma.neg))

}

4.10.7. Funcién para transformacién monoétona creciente

La estimacién de la CCI por regresién no paramétrica no es necesariamente una curva

que crezca mondtonamente a medida que crece el parametro habilidad. Para solucionar

este inconveniente utilizamos esta funcién:
> mber

function (icc, hd, nt, puntos)
{
t = c(l:nt/nt)
t[length(t)] = 0.9999
res = numeric(length(t))
resfin = numeric(length(puntos))
for (i in 1:length(t)) {
int = list()
for (j in 1:length(icc)) {
integrand = function(x) {
exp(-((icc[jl - x)/hd)"2/2)/((2 * pi)~0.5)
}
int[j] = integrate(integrand, -Inf, t[i])[[1]]
}
res[i] = (1/(length(icc) * hd)) * sum(unlist(int))
}
t = c(max(t[1] - ((t[2] - t[1]1)/(res[2] - res[1])) * res[1],
0), t)
res = c(5e-04, res)
resfin <- approx(t, res, puntos) \$ y
return(list(resfin = resfin, puntos = puntos))
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Apéndice A

A.1. Modelo de un parametro

Los valores de a utilizados fueron: 0.64; 0.79; 0.81; 0.87; 1.05; 1.20; 1.55; 1.58; 1.70;

A.1.1. Distribucién normal

Trabajaremos con 100,250,500,1000,2500,5000,10000 datos con distribucién N(0,1)

n=100
a h d1 dg d3
0.6352 || 0.3981 || 0.0188 || 0.0082 || 0.0110
0.7910 || 0.3981 || 0.0196 | 0.0080 || 0.0098
0.8082 || 0.3981 || 0.0197 || 0.0080 || 0.0096
0.8119 || 0.3981 || 0.0197 || 0.0080 || 0.0096
0.8683 || 0.3981 || 0.0201 || 0.0080 || 0.0091
1.0525 || 0.3981 || 0.0215 || 0.0078 || 0.0075
1.1999 || 0.3981 || 0.0227 || 0.0077 || 0.0077
1.5513 || 0.3981 || 0.0253 || 0.0071 || 0.0130
1.5768 || 0.3981 || 0.0255 || 0.0070 || 0.0135
1.6995 || 0.3981 || 0.0263 || 0.0067 || 0.0159
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n=250
a h dy do ds
0.6352 || 0.3314 || 0.0134 || 0.0061 || 0.0079
0.7910 || 0.3314 || 0.0139 || 0.0060 || 0.0080
0.8082 || 0.3314 || 0.0139 || 0.0060 || 0.0082
0.8119 || 0.3314 || 0.0139 || 0.0060 || 0.0083
0.8683 || 0.3314 || 0.0141 || 0.0060 || 0.0088
1.0525 || 0.3314 || 0.0147 || 0.0059 || 0.0107
1.1999 || 0.3314 || 0.0150 || 0.0057 || 0.0122
1.5513 || 0.3314 || 0.0154 || 0.0051 || 0.0146
1.5768 || 0.3314 || 0.0153 || 0.0051 || 0.0147
1.6995 || 0.3314 || 0.0152 || 0.0048 || 0.0149
n=500
a h d1 d2 d3
0.6352 || 0.2885 || 0.0111 || 0.0045 || 0.0072
0.7910 || 0.2885 || 0.0122 || 0.0045 || 0.0059
0.8082 || 0.2885 || 0.0124 || 0.0045 || 0.0058
0.8119 || 0.2885 || 0.0124 || 0.0045 || 0.0058
0.8683 || 0.2885 || 0.0129 || 0.0045 || 0.0063
1.0525 || 0.2885 || 0.0146 || 0.0046 || 0.0085
1.1999 || 0.2885 || 0.0162 || 0.0047 || 0.0108
1.5513 || 0.2885 || 0.0207 || 0.0046 || 0.0184
1.5768 || 0.2885 || 0.0211 || 0.0046 || 0.0191
1.6995 || 0.2885 || 0.0231 || 0.0045 || 0.0227
n=1000
a h dy dy ds
0.6352 || 0.2511 || 0.0091 || 0.0034 || 0.0043
0.7910 || 0.2511 || 0.0103 || 0.0034 || 0.0052
0.8082 || 0.2511 || 0.0104 || 0.0034 || 0.0053
0.8119 || 0.2511 || 0.0105 || 0.0034 || 0.0054
0.8683 || 0.2511 || 0.0110 || 0.0034 || 0.0059
1.0525 || 0.2511 || 0.0131 || 0.0034 || 0.0081
1.1999 || 0.2511 || 0.0152 || 0.0034 || 0.0103
1.5513 || 0.2511 || 0.0225 || 0.0033 || 0.0183
1.5768 || 0.2511 || 0.0232 || 0.0033 || 0.0190
1.6995 || 0.2511 || 0.0268 || 0.0033 || 0.0231
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1=2500
a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0047 || 0.0019 || 0.0026
0.7910 || 0.2091 || 0.0051 || 0.0018 || 0.0025
0.8082 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0018 || 0.0025
0.8119 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0018 || 0.0026
0.8683 || 0.2091 || 0.0054 || 0.0018 || 0.0028
1.0525 || 0.2091 || 0.0061 || 0.0018 || 0.0038
1.1999 || 0.2091 || 0.0068 || 0.0018 || 0.0047
1.5513 || 0.2091 || 0.0091 || 0.0017 || 0.0079
1.5768 || 0.2091 || 0.0093 | 0.0017 || 0.0082
1.6995 || 0.2091 || 0.0103 || 0.0017 || 0.0097
n=>5000
a h d1 d2 d3
0.6352 || 0.1820 || 0.0035 || 0.0014 || 0.0021
0.7910 || 0.1820 || 0.0037 || 0.0014 || 0.0018
0.8082 || 0.1820 || 0.0038 || 0.0014 || 0.0018
0.8119 || 0.1820 || 0.0038 || 0.0014 || 0.0018
0.8683 || 0.1820 || 0.0039 || 0.0014 || 0.0017
1.0525 || 0.1820 || 0.0042 || 0.0014 || 0.0015
1.1999 || 0.1820 || 0.0045 || 0.0014 || 0.0013
1.5513 || 0.1820 || 0.0053 || 0.0013 || 0.0012
1.5768 || 0.1820 || 0.0053 || 0.0013 || 0.0012
1.6995 || 0.1820 || 0.0056 || 0.0013 || 0.0015
n=10000
a h dy dy ds
0.6352 || 0.1584 || 0.0024 || 0.0009 || 0.0013
0.7910 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0015
0.8082 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0016
0.8119 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0016
0.8683 || 0.1584 || 0.0028 || 0.0009 || 0.0018
1.0525 || 0.1584 || 0.0032 || 0.0009 || 0.0024
1.1999 || 0.1584 || 0.0036 || 0.0009 || 0.0031
1.5513 || 0.1584 || 0.0048 || 0.0009 || 0.0054
1.5768 || 0.1584 || 0.0050 || 0.0009 || 0.0057
1.6995 || 0.1584 || 0.0055 || 0.0008 || 0.0069
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A.1.2. Distribucién uniforme

Trabajaremos con 100,250,500,1000,2500,5000,10000 observaciones

n=100

0.6352 || 0.3981 || 0.0177 || 0.0098 || 0.0380
0.7910 || 0.3981 || 0.0174 || 0.0095 || 0.0335
0.8082 || 0.3981 || 0.0173 || 0.0094 || 0.0330
0.8119 || 0.3981 || 0.0173 || 0.0094 || 0.0329
0.8683 || 0.3981 || 0.0170 || 0.0092 || 0.0312
1.0525 || 0.3981 || 0.0159 || 0.0085 || 0.0256
1.1999 || 0.3981 || 0.0146 || 0.0078 || 0.0215
1.5513 || 0.3981 || 0.0109 || 0.0058 || 0.0134
1.5768 || 0.3981 || 0.0107 || 0.0056 || 0.0129
1.6995 || 0.3981 || 0.0094 || 0.0049 || 0.0108

n=250

0.6352 || 0.3314 || 0.0124 || 0.0069 || 0.0309
0.7910 || 0.3314 || 0.0121 || 0.0066 || 0.0271
0.8082 || 0.3314 || 0.0120 || 0.0066 || 0.0267
0.8119 || 0.3314 || 0.0120 || 0.0066 || 0.0266
0.8683 || 0.3314 || 0.0119 || 0.0065 || 0.0252
1.0525 || 0.3314 || 0.0110 || 0.0059 || 0.0206
1.1999 || 0.3314 || 0.0102 || 0.0054 || 0.0173
1.5513 || 0.3314 || 0.0077 || 0.0040 || 0.0107
1.5768 || 0.3314 || 0.0075 || 0.0039 || 0.0103
1.6995 || 0.3314 || 0.0066 | 0.0034 || 0.0086
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n=500
a h dy dy d3
0.6352 || 0.2885 || 0.0095 || 0.0055 || 0.0288
0.7910 || 0.2885 || 0.0091 | 0.0051 || 0.0253
0.8082 || 0.2885 || 0.0091 || 0.0051 || 0.0249
0.8119 || 0.2885 || 0.0091 || 0.0051 || 0.0248
0.8683 || 0.2885 || 0.0089 || 0.0050 || 0.0235
1.0525 || 0.2885 || 0.0082 || 0.0045 || 0.0192
1.1999 || 0.2885 || 0.0075 || 0.0040 || 0.0161
1.5513 || 0.2885 || 0.0056 || 0.0030 || 0.0099
1.5768 || 0.2885 || 0.0054 || 0.0029 || 0.0096
1.6995 || 0.2885 || 0.0048 || 0.0025 || 0.0080
n=1000
a h dy do ds
0.6352 || 0.2511 || 0.0081 || 0.0046 || 0.0246
0.7910 || 0.2511 || 0.0078 || 0.0044 || 0.0215
0.8082 || 0.2511 || 0.0078 || 0.0043 || 0.0211
0.8119 || 0.2511 || 0.0078 || 0.0043 || 0.0211
0.8683 || 0.2511 || 0.0076 | 0.0042 || 0.0199
1.0525 || 0.2511 || 0.0071 || 0.0038 || 0.0163
1.1999 || 0.2511 || 0.0065 || 0.0035 || 0.0136
1.5513 || 0.2511 || 0.0049 || 0.0026 || 0.0084
1.5768 || 0.2511 || 0.0048 || 0.0025 || 0.0081
1.6995 || 0.2511 || 0.0042 || 0.0022 || 0.0067
n=2500
a h di da ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0066 | 0.0036 || 0.0198
0.7910 || 0.2091 || 0.0065 | 0.0035 || 0.0173
0.8082 || 0.2091 || 0.0065 || 0.0035 || 0.0170
0.8119 || 0.2091 || 0.0065 || 0.0035 || 0.0170
0.8683 || 0.2091 || 0.0064 | 0.0034 || 0.0160
1.0525 || 0.2091 || 0.0061 || 0.0032 || 0.0131
1.1999 || 0.2091 || 0.0057 || 0.0030 || 0.0109
1.5513 || 0.2091 || 0.0044 || 0.0023 || 0.0067
1.5768 || 0.2091 || 0.0043 || 0.0022 || 0.0065
1.6995 || 0.2091 || 0.0038 || 0.0020 || 0.0054
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n=5000
a h dy do ds
0.6352 || 0.1820 || 0.0053 || 0.0029 || 0.0178
0.7910 || 0.1820 || 0.0052 || 0.0028 || 0.0155
0.8082 || 0.1820 || 0.0052 || 0.0028 || 0.0153
0.8119 || 0.1820 || 0.0052 || 0.0028 || 0.0152
0.8683 || 0.1820 || 0.0051 || 0.0028 || 0.0144
1.0525 || 0.1820 || 0.0048 || 0.0025 || 0.0117
1.1999 || 0.1820 || 0.0045 || 0.0023 || 0.0098
1.5513 || 0.1820 || 0.0034 || 0.0018 || 0.0060
1.5768 || 0.1820 || 0.0034 || 0.0017 || 0.0058
1.6995 || 0.1820 || 0.0030 || 0.0015 || 0.0048
n=10000
a h d1 d2 d3
0.6352 || 0.1584 || 0.0042 || 0.0023 || 0.0154
0.7910 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0134
0.8082 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0132
0.8119 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0132
0.8683 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0124
1.0525 || 0.1584 || 0.0039 || 0.0020 || 0.0101
1.1999 || 0.1584 || 0.0036 || 0.0019 || 0.0084
1.5513 || 0.1584 || 0.0028 || 0.0014 || 0.0052
1.5768 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0014 || 0.0050
1.6995 || 0.1584 || 0.0024 || 0.0012 || 0.0041
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A.1.3. Distribucién t

Trabajaremos con 10000 observaciones.

gl=10

0.6352 || 0.2 || 0.0034 || 0.0014 || 0.0019
0.7910 || 0.2 || 0.0036 || 0.0014 || 0.0017
0.8082 || 0.2 || 0.0037 || 0.0014 || 0.0017
0.8119 || 0.2 || 0.0037 || 0.0014 || 0.0017
0.8683 || 0.2 || 0.0038 || 0.0014 || 0.0016
1.0525 || 0.2 || 0.0041 || 0.0013 || 0.0013
1.1999 || 0.2 || 0.0044 || 0.0013 || 0.0011
1.5513 || 0.2 || 0.0053 || 0.0012 || 0.0015
1.5768 || 0.2 || 0.0054 | 0.0012 || 0.0016
1.6995 || 0.2 || 0.0058 | 0.0011 || 0.0020
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B(0.27,0.44)

a h dy do d3
0.6352 || 0.2091 || 0.0066 | 0.0039 || 0.0094
0.7910 || 0.2091 || 0.0062 | 0.0036 || 0.0100
0.8082 || 0.2091 || 0.0062 | 0.0036 || 0.0100
0.8119 || 0.2091 || 0.0062 || 0.0036 || 0.0100
0.8683 || 0.2091 || 0.0060 || 0.0035 || 0.0102
1.0525 || 0.2091 || 0.0054 || 0.0031 || 0.0102
1.1999 || 0.2091 || 0.0050 || 0.0028 || 0.0099
1.5513 || 0.2091 || 0.0037 || 0.0020 || 0.0081
1.5768 || 0.2091 || 0.0037 || 0.0020 || 0.0080
1.6995 || 0.2091 || 0.0032 || 0.0017 || 0.0072

B(0.86,0.57)

a h dy do d3
0.6352 || 0.2091 || 0.0048 || 0.0028 || 0.0175
0.7910 || 0.2091 || 0.0048 | 0.0027 || 0.0153
0.8082 || 0.2091 || 0.0048 || 0.0027 || 0.0151
0.8119 || 0.2091 || 0.0048 || 0.0027 || 0.0150
0.8683 || 0.2091 || 0.0047 || 0.0026 | 0.0142
1.0525 || 0.2091 || 0.0045 || 0.0025 || 0.0116
1.1999 || 0.2091 || 0.0042 || 0.0023 || 0.0096
1.5513 || 0.2091 || 0.0033 || 0.0018 || 0.0061
1.5768 || 0.2091 || 0.0032 || 0.0017 || 0.0060
1.6995 || 0.2091 || 0.0029 || 0.0015 || 0.0054
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B(1,1)

a h dy ds ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0064 | 0.0036 || 0.0203
0.7910 || 0.2091 || 0.0062 || 0.0034 || 0.0178
0.8082 || 0.2091 || 0.0062 || 0.0034 || 0.0175
0.8119 || 0.2091 || 0.0062 || 0.0034 || 0.0174
0.8683 || 0.2091 || 0.0061 || 0.0033 || 0.0165
1.0525 || 0.2091 || 0.0057 || 0.0030 || 0.0134
1.1999 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0028 || 0.0112
1.5513 || 0.2091 || 0.0040 || 0.0021 || 0.0069
1.5768 || 0.2091 || 0.0039 || 0.0020 || 0.0066
1.6995 || 0.2091 || 0.0034 || 0.0018 || 0.0055

B(1.45,1.81)

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0116 || 0.0064 || 0.0257
0.7910 || 0.2091 || 0.0115 || 0.0062 || 0.0225
0.8082 || 0.2091 || 0.0115 || 0.0062 || 0.0221
0.8119 || 0.2091 || 0.0115 || 0.0062 || 0.0220
0.8683 || 0.2091 || 0.0113 || 0.0061 || 0.0208
1.0525 || 0.2091 || 0.0107 || 0.0056 || 0.0170
1.1999 || 0.2091 || 0.0099 || 0.0052 || 0.0142
1.5513 || 0.2091 || 0.0075 || 0.0039 || 0.0088
1.5768 || 0.2091 || 0.0074 || 0.0038 || 0.0084
1.6995 || 0.2091 || 0.0065 || 0.0033 || 0.0070

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica

279



280

“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 280 — #296

B(2.3,2.65)

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0144 | 0.0081 || 0.0316
0.7910 || 0.2091 || 0.0140 || 0.0078 || 0.0277
0.8082 || 0.2091 || 0.0139 || 0.0077 || 0.0273
0.8119 || 0.2091 || 0.0139 || 0.0077 || 0.0272
0.8683 || 0.2091 || 0.0136 || 0.0075 || 0.0257
1.0525 || 0.2091 || 0.0126 || 0.0069 || 0.0211
1.1999 || 0.2091 || 0.0116 || 0.0063 || 0.0177
1.5513 || 0.2091 || 0.0086 || 0.0046 || 0.0110
1.5768 || 0.2091 || 0.0084 || 0.0045 || 0.0106
1.6995 || 0.2091 || 0.0074 || 0.0039 | 0.0088

B(2.5,2.5)

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0147 | 0.0083 || 0.0317
0.7910 || 0.2091 || 0.0143 || 0.0080 || 0.0278
0.8082 || 0.2091 || 0.0142 || 0.0079 || 0.0274
0.8119 || 0.2091 || 0.0142 || 0.0079 || 0.0273
0.8683 || 0.2091 || 0.0140 || 0.0077 || 0.0258
1.0525 || 0.2091 || 0.0129 || 0.0071 || 0.0212
1.1999 || 0.2091 || 0.0119 || 0.0064 | 0.0177
1.5513 || 0.2091 || 0.0089 || 0.0047 || 0.0110
1.5768 || 0.2091 || 0.0086 | 0.0046 || 0.0106
1.6995 || 0.2091 || 0.0076 || 0.0040 || 0.0088
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B(5,5)

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0205 || 0.0118 || 0.0420
0.7910 || 0.2091 || 0.0197 || 0.0113 || 0.0373
0.8082 || 0.2091 || 0.0196 | 0.0112 || 0.0368
0.8119 || 0.2091 || 0.0196 | 0.0112 || 0.0367
0.8683 || 0.2091 || 0.0192 || 0.0109 || 0.0348
1.0525 || 0.2091 || 0.0175 || 0.0098 || 0.0289
1.1999 || 0.2091 || 0.0158 | 0.0088 || 0.0243
1.5513 || 0.2091 || 0.0115 || 0.0063 || 0.0153
1.5768 || 0.2091 || 0.0111 || 0.0061 || 0.0147
1.6995 || 0.2091 || 0.0097 || 0.0053 || 0.0123
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A.1.5. Distribucién Gamma

Trabajaremos con 2500 observaciones

G(.8,1,25)

a h dy dy d3
0.6352 || 0.1584 || 0.0034 || 0.0019 || 0.0131
0.7910 || 0.1584 || 0.0032 || 0.0017 || 0.0114
0.8082 || 0.1584 || 0.0032 || 0.0017 || 0.0112
0.8119 || 0.1584 || 0.0032 || 0.0017 || 0.0112
0.8683 || 0.1584 || 0.0031 || 0.0016 || 0.0105
1.0525 || 0.1584 || 0.0029 || 0.0014 || 0.0086
1.1999 || 0.1584 || 0.0028 || 0.0012 || 0.0071
1.5513 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0044
1.5768 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0042
1.6995 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0008 || 0.0035

Universidad de la Reptblica



“Tesis*de*maestria” — 2013/7/21 — 16:15 — page 283 — #299

A.2. Modelo de dos parametros

N(0,1)

a b h dq dy ds
0.8556 || -0.632 || 0.1820 || 0.0036 || 0.0012 || 0.0041
1.1195 || -0.298 || 0.1820 || 0.0030 || 0.0015 || 0.0034
1.6967 || 1.1229 || 0.1820 || 0.0057 || 0.0021 || 0.0019
1.4050 || 1.9946 || 0.1820 || 0.0075 || 0.0014 || 0.0016
1.1392 || 0.5502 || 0.1820 || 0.0035 || 0.0016 || 0.0024
0.9408 || 0.2258 || 0.1820 || 0.0029 || 0.0013 || 0.0027
1.3492 || 1.9498 || 0.1820 || 0.0072 || 0.0014 || 0.0016
1.4055 || -1.599 || 0.1820 || 0.0066 || 0.0016 | 0.0097
0.5429 || 1.5994 || 0.1820 || 0.0039 || 0.0009 | 0.0017
0.8358 || 0.9438 || 0.1820 || 0.0038 || 0.0013 || 0.0015

Unif[0,1]

a b h dy ds ds
0.8556 || -0.632 || 0.1820 || 0.0031 || 0.0019 || 0.0154
1.1195 || -0.298 || 0.1820 || 0.0045 || 0.0027 || 0.0229
1.6967 || 1.1229 || 0.1820 || 0.0068 || 0.0034 || 0.0063
1.4050 || 1.9946 || 0.1820 || 0.0016 [ 0.0008 || 0.0011
1.1392 || 0.5502 || 0.1820 || 0.0059 || 0.0033 || 0.0205
0.9408 || 0.2258 || 0.1820 || 0.0050 || 0.0029 || 0.0209
1.3492 || 1.9498 || 0.1820 || 0.0018 || 0.0009 || 0.0015
1.4055 || -1.599 || 0.1820 || 0.0004 || 0.0002 | 0.0024
0.5429 || 1.5994 || 0.1820 || 0.0025 || 0.0014 || 0.0076
0.8358 || 0.9438 || 0.1820 || 0.0043 || 0.0024 || 0.0129
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Beta(0.27,0.44)

a b h dl d2 d3
0.8556 || -0.632 || 0.2091 || 0.0048 || 0.0030 || 0.0067
1.1195 || -0.298 || 0.2091 || 0.0072 || 0.0045 || 0.0100
1.6967 || 1.1229 || 0.2091 || 0.0071 || 0.0038 || 0.0169
1.4050 || 1.9946 || 0.2091 || 0.0017 || 0.0009 | 0.0042
1.1392 || 0.5502 || 0.2091 || 0.0075 || 0.0044 | 0.0098
0.9408 || 0.2258 || 0.2091 || 0.0070 || 0.0043 || 0.0091
1.3492 || 1.9498 || 0.2091 | 0.0020 || 0.0010 || 0.0048
1.4055 || -1.599 || 0.2091 || 0.0007 || 0.0004 || 0.0010
0.5429 || 1.5994 || 0.2091 || 0.0031 || 0.0018 || 0.0051
0.8358 || 0.9438 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0030 || 0.0085

Beta(2.3,.57)

a b h dy d ds
0.8556 || -0.632 || 0.2091 || 0.0074 || 0.0046 || 0.0264
1.1195 || -0.298 || 0.2091 || 0.0109 || 0.0068 || 0.0394
1.6967 || 1.1229 || 0.2091 || 0.0113 || 0.0064 | 0.0176
1.4050 || 1.9946 || 0.2091 || 0.0024 || 0.0013 | 0.0043
1.1392 || 0.5502 || 0.2091 || 0.0142 || 0.0087 | 0.0406
0.9408 || 0.2258 || 0.2091 || 0.0123 || 0.0075 || 0.0390
1.3492 || 1.9498 || 0.2091 || 0.0028 || 0.0015 | 0.0049
1.4055 || -1.599 || 0.2091 || 0.0008 || 0.0005 | 0.0035
0.5429 || 1.5994 || 0.2091 || 0.0055 || 0.0033 || 0.0148
0.8358 || 0.9438 || 0.2091 || 0.0096 || 0.0058 || 0.0255
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Beta(5,5)

a b h dl d2 d3
0.8556 || -0.632 || 0.2091 || 0.0108 || 0.0065 || 0.0316
1.1195 || -0.298 || 0.2091 || 0.0157 || 0.0095 || 0.0471
1.6967 || 1.1229 || 0.2091 || 0.0213 || 0.0115 || 0.0179
1.4050 || 1.9946 || 0.2091 || 0.0044 || 0.0023 | 0.0033
1.1392 || 0.5502 || 0.2091 || 0.0232 || 0.0135 || 0.0488
0.9408 || 0.2258 || 0.2091 | 0.0190 || 0.0112 || 0.0467
1.3492 || 1.9498 || 0.2091 || 0.0051 || 0.0027 || 0.0041
1.4055 || -1.599 || 0.2091 || 0.0011 || 0.0007 | 0.0042
0.5429 || 1.5994 || 0.2091 | 0.0092 || 0.0053 || 0.0177
0.8358 || 0.9438 || 0.2091 || 0.0162 || 0.0092 || 0.0306
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A.3. Modelo de tres parametros

N(0,1)

a b c dy do ds
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0018 || 0.0006 || 0.0010
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0046 {| 0.0020 || 0.0071
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0045 || 0.0015 || 0.0012
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0059 [ 0.0012 || 0.0011
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0027 || 0.0011 || 0.0016
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0033 || 0.0017 || 0.0032
1.8442 || -1.975 || 0.4468 || 0.0049 || 0.0008 || 0.0069
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0041 || 0.0011 || 0.0070
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0024 || 0.0008 || 0.0018
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0050 || 0.0007 || 0.0083

Unif[0,1]

a b C dq do ds
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0022 || 0.0012 || 0.0083
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0014 || 0.0009 [ 0.0085
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0047 || 0.0024 || 0.0058
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0013 || 0.0007 || 0.0007
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0040 || 0.0022 | 0.0131
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0064 [ 0.0037 || 0.0261
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0027 || 0.0015 || 0.0103
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0017 || 0.0010 || 0.0080
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Beta(0.27,0.44)

a b c dy da d3
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0029 || 0.0017 || 0.0037
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0025 || 0.0016 | 0.0037
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0050 || 0.0027 || 0.0115
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0015 || 0.0008 | 0.0037
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0049 || 0.0029 || 0.0072
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0088 || 0.0054 | 0.0113
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0001 || 0.0001 || 0.0002
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0036 || 0.0022 || 0.0045
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0026 || 0.0016 || 0.0035

Beta(2.3,.57)

a b C dq do ds
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0052 || 0.0032 || 0.0156
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0027 || 0.0017 || 0.0118
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0082 || 0.0047 | 0.0132
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0020 || 0.0011 || 0.0037
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0092 || 0.0056 || 0.0258
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0165 || 0.0101 || 0.0509
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0002 || 0.0001 || 0.0008
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0063 || 0.0038 || 0.0193
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0042 || 0.0025 || 0.0141
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Beta(5,5)

a b c dy da ds
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0084 || 0.0049 || 0.0188
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0036 || 0.0023 | 0.0140
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0152 || 0.0083 || 0.0159
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0035 [ 0.0019 || 0.0021
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0152 || 0.0088 || 0.0310
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0257 || 0.0152 || 0.0610
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0002 || 0.0001 || 0.0010
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0101 || 0.0059 || 0.0231
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0063 || 0.0037 || 0.0169
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—@
A.4. Modelo logit ctbico
Consideraremos 10 modelos con valores de a entre -1 y 1 y valores de b entre 1 y 2.5
con distribucién uniforme y ¢ 0.75.
Para theta consideraremos 5 juegos de datos, 5000 datos con distribucién normal 0,
1; 5000 con distribucién uniforme 0,1, 2500 con distribucién beta (0.27,0.44); (2.3,.57);
(5,5).
N(0,1)
a b dy dy d3
0.5196 || 1.2753 || 0.0035 || 0.0016 || 0.0051
0.7026 || 1.0045 || 0.0041 || 0.0017 || 0.0068
-0.048 || 2.3643 || 0.0034 || 0.0019 || 0.0044
0.5589 || 2.3623 || 0.0035 || 0.0019 || 0.0049
0.0431 || 1.7043 || 0.0032 || 0.0016 || 0.0036
-0.244 || 2.0731 || 0.0034 || 0.0018 || 0.0036
-0.164 || 1.5051 || 0.0033 || 0.0016 || 0.0031
-0.525 || 2.2252 || 0.0036 || 0.0019 || 0.0036
0.0750 || 1.7002 || 0.0032 || 0.0016 || 0.0036
0.9629 || 1.9307 || 0.0037 || 0.0018 || 0.0053
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Unif[0,1]

a b di do ds
0.5196 || 1.2753 || 0.0040 | 0.0023 || 0.0158
0.7026 || 1.0045 || 0.0034 | 0.0019 || 0.0118
-0.048 || 2.3643 || 0.0065 || 0.0040 || 0.0316
0.5589 || 2.3623 || 0.0054 || 0.0034 || 0.0284
0.0431 || 1.7043 || 0.0054 | 0.0032 || 0.0228
-0.244 || 2.0731 || 0.0064 || 0.0037 || 0.0276
-0.164 || 1.5051 || 0.0057 || 0.0032 || 0.0201
-0.525 || 2.2252 || 0.0069 || 0.0040 || 0.0285
0.0750 || 1.7002 || 0.0054 | 0.0031 || 0.0227
0.9629 || 1.9307 || 0.0039 | 0.0024 (| 0.0199

Beta(0.27,0.44)

a b dy dsy ds
0.5196 || 1.2753 || 0.0053 || 0.0032 || 0.0068
0.7026 || 1.0045 || 0.0043 | 0.0025 || 0.0059
-0.048 || 2.3643 || 0.0100 || 0.0062 || 0.0137
0.5589 || 2.3623 || 0.0088 || 0.0055 || 0.0124
0.0431 || 1.7043 || 0.0075 || 0.0046 || 0.0099
-0.244 || 2.0731 || 0.0090 || 0.0055 || 0.0120
-0.164 || 1.5051 || 0.0072 || 0.0043 || 0.0093
-0.525 || 2.2252 || 0.0094 || 0.0058 || 0.0123
0.0750 || 1.7002 || 0.0074 || 0.0046 || 0.0098
0.9629 || 1.9307 || 0.0062 | 0.0038 || 0.0087
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Beta(2.3,.57)

a b di do ds
0.5196 || 1.2753 || 0.0096 | 0.0058 || 0.0287
0.7026 || 1.0045 || 0.0077 | 0.0047 || 0.0217
-0.048 || 2.3643 || 0.0171 || 0.0106 || 0.0578
0.5589 || 2.3623 || 0.0134 | 0.0083 || 0.0487
0.0431 || 1.7043 || 0.0136 || 0.0083 || 0.0421
-0.244 || 2.0731 || 0.0165 || 0.0102 || 0.0519
-0.164 || 1.5051 || 0.0134 || 0.0081 || 0.0380
-0.525 || 2.2252 || 0.0181 || 0.0111 || 0.0550
0.0750 || 1.7002 || 0.0134 || 0.0082 || 0.0418
0.9629 || 1.9307 || 0.0094 | 0.0059 || 0.0339

Beta(5,5)

a b dy do ds
0.5196 || 1.2753 || 0.0155 || 0.0090 || 0.0344
0.7026 || 1.0045 || 0.0131 || 0.0075 || 0.0260
-0.048 || 2.3643 || 0.0252 || 0.0152 || 0.0692
0.5589 || 2.3623 || 0.0190 || 0.0116 || 0.0582
0.0431 || 1.7043 || 0.0215 || 0.0126 || 0.0504
-0.244 || 2.0731 || 0.0257 || 0.0152 || 0.0622
-0.164 || 1.5051 || 0.0224 || 0.0129 || 0.0456
-0.525 || 2.2252 || 0.0286 || 0.0168 || 0.0660
0.0750 || 1.7002 || 0.0212 || 0.0125 || 0.0500
0.9629 || 1.9307 || 0.0137 || 0.0083 || 0.0405
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